
Loi binomiale.

Loi binomiale.

I Dé�nition de la loi binomiale.

Dé�nition 1

Soient X1, . . . ,Xn, . . . des variables aléatoires indépendantes suivant toutes une
loi de Bernoulli de paramètre p.
la variable aléatoire Sn = X1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Xn suit une loi de probabilité appelée loi

binomiale de paramètres n et p.
On note alors Sn ↪ B(n,p).

Dé�nition 2

On appelle coe�cient binomial k parmi n, et on note (n
k
), le nombre de façons

d'obtenir k fois la valeur 1 parmi n variables aléatoires suivant toutes des lois
de Bernoulli.

Exemples.

1. Si n = 2 alors (2
0
) = 1, (2

1
) = 2 et (2

2
) = 1.

2. Si n = 3 alors (3
0
) = 1, (3

1
) = 3, (3

2
) = 3 et (3

3
) = 1.

3. Si n = 1 alors (1
0
) = 1 et (1

1
).

4. Par convention : (0
0
) = 1.

5. Dans une répétition de 10 pile ou face (10
3
) est le nombre de façons d'obtenir

3 fois pile parmi les 10 lancés.

Proposition 1

Si Sn ↪ B(n,p) alors

(i) Sn(Ω) = J0,nK.

(ii) ∀k ∈ J0,nK, P(Sn) = (n
k
)pk(1 − p)n−k.

II Coe�cients binomiaux.

Proposition 2
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Loi binomiale.

(i) (n
k
) = n!

k!(n−k)! .

(ii) (n
k
) + ( n

k+1
) = (n+1

k+1
).

(iii) (n
k
) = ( n

n−k
).

(iv) k(n
k
) = n(n−1

k−1
).

Proposition 3 - Formule du binôme de Newton.

(a + b)n =
n

∑
k=0

(nk)a
k
b
n−k

.

Démonstration
�

III Moments pour une loi binomiale.

Proposition 4

Si Sn ↪ B(n,p) alors

E(Sn) = np et V(Sn) = np(1 − p).

IV Somme de variables suivant une loi binomiale.

Proposition 5

Si Sn ↪ B(n,p) et R` ↪ B(`,p) alors

Sn +R` ↪ B(n + `,p).

Démonstration
�
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Exercice 1.
Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la même loi de
Bernoulli de paramètre p, avec 0 < p < 1.
On pose, pour tout n de N∗, Sn = X1 + . . .Xn, et un la probabilité que Sn soit pair.

1. Précisez, pour tout n ∈ N∗, la loi de Sn.

2. Calculez u1, u2 et u3.

3. Notons An l'événement � la variable aléatoire Sn est paire �. Ainsi : un = P(An).
(a) Démontrez que, pour tout n ∈ N∗,

P(An+1) = P(An)PAn
(1n+1) + P (An)PAn

(An+1).

(b) Déduisez de la question précédente que pour tout n ∈ N∗,

un+1 = (1 − 2p)un + p.

(c) Déduisez-en une expression de un en fonction de n, ainsi que la limite de la
suite (un)n∈N∗ .
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