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37 Algorithme de Gauss.

I Système linéaire et application linéaire.

Nous savons calculer l'image d'un vecteur par une application linéaire. Recher-
chons maintenant les antécédents.

Exercice 1.

Soit A =

⎛
⎜⎜
⎝

1 2 3
0 −1 3
0 0 2

⎞
⎟⎟
⎠
.

Déterminez l'ensemble des antécédents de
⎛
⎜⎜
⎝

2
1
−1

⎞
⎟⎟
⎠
par l'application associée à A.

Proposition 1

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. f une application linéaire associée à la matrice A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. y⃗ ∈ Rn.

Rechercher les antécédents de y⃗ par f équivaut à résoudre le système linéaire

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + . . . + a1mxm = y1
a12x1 + a22x2 + . . . + a2mxm = y2
⋮ + ⋮ + ⋱ + ⋮ = ⋮

a1nx1 + a2nx2 + . . . + anmxm = yn

en les inconnues x1, x2, ..., xm.

II Résoudre un système par l'algorithme de Gauss et sub-

stitution.

Proposition 2 - Opérations élémentaires sur les systèmes.
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On ne modi�e l'ensemble des solutions d'un système linéaire en lui appliquant
l'une des transformation suivante.

(i) Échange (de place) de deux lignes L et M : L↔M .

(ii) Remplacer la ligne L par λL où λ ∈ R∗ : L← λL.

(iii) Remplacer la ligne L par la somme de L et d'une autre ligne M : L ←

L +M

Un système (ou une matrice) est dit échelonné si sur chaque ligne le premier
coe�cient non nul apparaît dans une colonne plus à droite que sur la ligne précé-
dente.

La méthode du pivot de Gauss consiste, par des opérations élémentaires sur les
lignes, à trouver, à partir d'un système donné, un autre système qui soit échelonné
et qui ait le même ensemble de solutions.

À partir du système échelonné on peut par des substitutions trouver les solu-
tions. L'ensemble des solutions sera le plus souvent représenté par une paramétri-
sation.

L'ensemble des solutions d'un système linéaire est formée de la somme d'une
solution particulière x⃗0 de A(x⃗) = y⃗ et des solutions du système homogène A(x⃗) =
0⃗. Cette propriété est appelée le principe de superposition.

Exercice 2.
Résolvez les systèmes suivants.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + 2x2 + x3 = −1
x2 − 3x3 = 0

4x3 = 4
a)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + x2 − x2 = 0
3x1 + x2 + x3 = 0
−x1 − x2 + x3 = 0

b)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

3x1 + x2 + x3 = 7
3x2 − 2x3 = 2

x3 = 2
c)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + 4x2 + x3 = 1
x1 + x3 = 4
4x1 + 4x2 + 3x3 = 9

d)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + 4x2 + x3 = 0
x1 + x3 = 0
4x1 + 4x2 + 3x3 = 0

e)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + x2 + x3 = 0
−6x1 − 3x2 − 3x3 = 0
4x1 + 2x2 + 2x3 = 0

f)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + x2 + x3 = 2
−6x1 − 3x2 − 3x3 = −6
4x1 + 2x2 + 2x3 = 4

g)
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Exercice 3.
Résolvez les systèmes suivants.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 + 3x2 − x3 = 5
4x2 + 2x3 = 14

2x3 = 6
a)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

3x1 − 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 − 2x3 = 4
4x1 − x2 − x3 = 4

b)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 + x3 = 6
2x1 − x2 − x3 = −4
x1 − 2x2 − x3 = 4

c) d)

Exercice 4.
Résolvez les systèmes suivants.

{ 2x + y = 2
3x − 5y = 1

a)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + y + z = 6
x − 3y − 7z = 10
x + 3y + 4z = 6

b)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y + 2z = 0
2x + 5y − 3z = 1
3x + 6y − z = 1
4x + 7y + z = 1

c)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x + y − z = 1
x + 3y + 2z = 4
x + 2y + z = 2

d)

Exercice 5.
Déterminez les solutions de l'équation B

2
= A d'inconnue B ∈ M2(R) et A =

(0 1
0 0

).
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