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34 Unicité de la limite et passage à la limite dans

les inégalités.

I Unicité.

Proposition 1 - Unicité de la limite.

Soient :

. D ⊂ R,

. a ∈ D ∪ {+∞,−∞},

. `, `
′
∈ R ∪ {+∞,−∞},

. f ∶ D → R une application.

Si f admet ` et `′ pour limites en a alors ` = `
′.

Exercice 1.

Proposition 2 - limite �nie et fonction bornée.

Si f admet une limite �nie en a alors f est bornée au voisinage de a.

II Comparaison.

Nous retrouvons les résultats de comparaison sur les limites de suites (notam-
ment le théorème des gendarmes).

Proposition 3 - Comparaison de fonctions.
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Soient :

. D ⊂ R,

. a ∈ D ∪ {+∞,−∞},

. `, `
′
∈ R ∪ {+∞,−∞},

. f, g, h ∶ D → R des applications,

. I un voisinage de a.

(i)

{
f(x)⟶

x→a
+∞

∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x) ⇒ g(x)⟶
x→a

+∞.

(ii)

{
g(x)⟶

x→a
−∞

∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x) ⇒ f(x)⟶
x→a

−∞.

(iii)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f(x)⟶
x→a

`

g(x)⟶
x→a

`
′

∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x)
⇒ ` ⩽ `

′
.

(iv)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f(x)⟶
x→a

`

g(x)⟶
x→a

`

∀x ∈ I, f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x)
⇒ h(x)⟶

x→a
`.

Exercice 2.
Soit f la fonction dé�nie sur [−1,+∞[ par f(x) = x

2 + 2
√
x+1

2x2+1

1. Justi�ez que f(x) ⩾ x
2 pour tout x ∈ [−1,+∞[.

2. Déduisez-en la limite de f en +∞.

Exercice 3.
Soit f ∶ x↦ cos(x)

x
+ 1 une application sur R∗.

En vous aidant d'un encadrement de cos(x) déterminez les limites de f en +∞
et −∞.
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Exercice 4.
Soit f la fonction dé�nie sur [0,+∞[ par f(x) = sin(x)ex.
À l'aide d'un encadrement bien choisi montrez que f(x) ⟶

x→−∞
0.

Exercice 5.
On dé�nit pour tout réel x positif la fonction f par : f(x) = 2x+3

cos(x)−2 .

1. Montrez que pour tout réel x positif, on a : 2x+3
−1

⩽ f(x) ⩽ 2x+3
−3

.

2. Déduisez-en la limite de f en +∞.

Exercice 6.
On dé�nit pour tout réel x négatif la fonction f par f(x) = 2x+3 cos(5x)

3−2x
.

1. Montrez que pour tout réel x négatif on a : 2x−3
3−2x

⩽ f(x) ⩽ 2x+3
3−2x

.

2. Déduisez-en la limite de f en −∞.

Exercice 7.
Déterminez, par comparaison avec une fonction simple, la limite en +∞ de la

fonction f dé�nie par f(x) = 2x − 1 +
√
x2+x+1
x2+2

.

Exercice 8.
Soit x un réel. On note ⌊x⌋ sa partie entière (le plus grand entier inférieur ou
égale à x).

1. Justi�ez que pour tout réel x, x − 1 ⩽ ⌊x⌋ ⩽ x.

2. Déduisez-en que ⌊x⌋
x
⟶
x→+∞

1.

3. Déterminez la limite de x ⌊ 1
x
⌋ en 0.
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