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18 Limites d’une fonction.

I Voisinage.
Soit a € RU {+00, —00}. Ainsi a peut étre un réel ou +00 ou —00.

Si a € R nous appellerons voisinage ouvert de a tout intervalle ouvert contenant

Nous appellerons voisinage ouvert de +00 tout intervalle de la forme ]A, +oo[
o1 A €R.

Nous appellerons voisinage ouvert de —oo tout intervalle de la forme ] — oo, A[
ou A eR.

Dans cette lecon nous nous intéressons a ce qui se passe pour f(z) lorsque x
se rapproche de valeurs particuliéres dans ’ensemble de définition ou aux bornes
de ’ensemble de définition. Le fait de travailler avec des voisinages signifie pouvoir
choisir un ensemble qui nous facilite les choses (ne contenant pas de valeurs inter-
dite, sur lequel la fonction est monotone, ...) : nous nous intéressons aux propriétés
asymptotiques.

IT Limites.

1 Définition.

Soient :

. 9 CR,

. 06 € DU {+00,—-0c0}.

. L ERU{+00,—00},

. 2 — R une application.

Nous dirons que f admet ¢ pour limite en a si et seulement si, quelque soit le
voisinage ouvert J de ¢, il existe un voisinage ouvert I de a tel que :

Veel, f(z) e J

2 Exemples de référence.

Les résultats qui suivent sont & connaitre par coeur. Ils constituent un alphabet
avec lequel nous allons composer des mots.
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Proposition 1 - Fonctions puissances.

Soient :

. neN",
.a€R,
. a €R}.

(i) 2" — a".

(il

n
(iii) Sin est pair alors : = — +o00.

)
)
) T——00
)
)
)

;r —> +00.
xr—+00

n
(iv) Sin est impair alors : = — —o0.

r—>—00

(v) Sia>0alors: 2% — a”.

r—a

(vi) 2% — +o0.

Corollaire 1

Soit a € R.

|z] — 400 et
xr—+00

2| — lal.
z—a

Proposition 2 - Fonction racine carrée.

Soit a € R}.

Vv — +00 et

r—+00

Proposition 3 - Fonction racine cubique.

Soit a € R.

\3/5—>+oo et %—)

T—+00 T——00

—00 et

Vi —

Tr—a

Proposition 4 - Fonction exponentielle.
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Soit a € R.

T xT T a
e — 400 et e — 0 et e —e
xr—+00 Tr——00 r—a

Proposition 5 - Fonction logarithme népérien.

Soit a € RY.

In(z) o, too et In(z) — In(a)

III Limites en un réel par valeurs supérieures et inférieures.

Nous avons été confrontés a la forme indéterminée =. Nous allons voir une
approche permettant de lever parfois cette indétermination.

Un exemple typique de la situation qui nous intéresse est celui de la fonction
inverse en 0.

1 Deéfinition.

Soient, :
. 9 CR,
. a€R.
. L ERU{+00,—00},

. [ 12 — R une application.

Nous dirons que [ admet ¢ pour limite & gauche en a si et seulement si, quelque
soit le voisinage ouvert J de £, il existe un voisinage ouvert I de a tel que :

Vz e]l—o0,a[nIn 2, f(z)€EJ

2 Exemples de référence.

Proposition 6 - Fonction inverse en 0.
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- —> +00 et — — —00
T z-0 T z-0
x>0 x<0

Proposition 7 - Fonction puissance d’un réel en 0.

a

r — 0.
x—0
x>0

Proposition 8 - Fonctions puissances négatives.

Si n € N* est impaire alors :

1 1
— — +00 et —f — —00.
T x—-0 xr z—0

x>0 z<0

Si n € N* est paire alors :

1 1
— — +00 et — — +00.
T x—-0 T z—0
x>0 x<0
. *
Si a € R} alors :
— — +00.
I x—-0
>0

Proposition 9 - Fonction logarithme népérien en 0.

In(z) — —00,  z"ln(z) — 0 et lima" [In(z)|* = 0.
z—0 z—0 x—0
>0 x>0 x>0

Proposition 10 - Fonction tangente.

tan(z) — 400 et tan(x) — —oo0.
xﬁ% xﬂ—%
<G >3

4
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3 Une astuce pour certaines limites indéterminée en un réel.
Revenons sur méthode croisée lors d’une démonstration.
Il est possible parfois d’identifier une taux de variation d’une fonction dérivable :
si f est dérivable en a € R alors w — f'(a).
r—a

IV Exercices.

Exercice 1. B
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