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2 Limite infinie.
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ITT Exercices.

Exercice 1. C
Déterminez la monotonie des suites dont on donne le terme général.

a) /n. b) e". c) % d) n’.
e) n’. f) n. g) In(n). h) sin (nﬂ
i) tan(nr). j) —1?3n+2. k) n® + Jn.

Exercice 2. C
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par

= 1
un_;k2.

Prouvez que (u, ) est croissante et majorée puis concluez.
Pour établir la majoration on établira, pour tout entier & > 1 :
1 1 1

2 ShE-D) k-1

| =

Correction de 'exercice 2
La croissance est triviale.
On remarque un télescopage sur les sommes majorant : u, <1 — —=.
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Exercice 3. C
Pour n € N* on pose :

1. Montrez que pour tout k = 1,

1 1

(R+1)2  F R+l 22

—_
—

et déduisez-en la convergence de (u,, ).

2. Montrez que (u,) et (v, ) sont adjacentes et concluez.

Correction de 'exercice 3
1.

2. Démontrons que (u,,) et (v, ) sont adjacentes.

1

*
* V?’LEN,un+1=un+m

donc (u,,) est strictement croissante.

* 1
*VYneN, v, —u, == donc v, —u, — 0.
n n—+00

* Soit n € N,

1 1
Unt1 = Un = un+lm —|up t n
1 1
= Up+1 _“H+m_ﬁ
1 1 1

— <+ — — =
Un+1 Up, (l1+l)2 n+1 n

En tenant compte de 'encadrement démontré a la question précédente :
1 1 1 1
n n+l n+l1l n
<0

Upt1l = Up

Donc (v, )ns1 est décroissante.

(U )ns1 €t (v, )ns1 sont adjacentes.

Nous en déduisons que

(v, )ns1 est convergente et a la méme limite que la suite (u, )51 -
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La suite (u, ),>1 qui est appelée la série de Riemann de paramétre 2 joue et jouera
pour nous un réle important. Nous ne l'avons pas encore démontré mais sa limite
2

s
est o

Exercice 4. C
Montrez que les suites (u,) et (v,) dont le terme général est donné ci-dessous
sont adjacentes :

S 1 1 1
un=z—k2+1etvn=un+ﬁ—2—nQ.

Exercice 5. D

n
1
. - . *
Montrez que la suite (v,,) définie sur N par v,, = Z 7, converge.
k=1
Correction de I'exercice 5
. . 1 1 1 1
* La suite est croissante : v, — v,, = it Yo T D@D > 0.
* (v,) est majorée par u, = y p_, ﬁ < 1.

Exercice 6. D

Sn = Z E+1°
k=0

Montrer que les suites (Ss,,) et (So,.1) sont adjacentes.

On pose pour tout n € N,

Correction de ’exercice 6
Il s’agit d’une situation classique. Nous séparons la suite en deux suites extraites qui

regroupées forment la suite toute entiére. Il s’agit d’'une astuce usuelle pour déterminer
la limite d’'une suite.

Démontrons que les suites (S5, )ns0 €6 (San+1)ns0 Sont adjacentes.

* Soit n € N.

2n+2 2n+1

(=) (1)
2n+2+1 2n+1+1

1 1
n+3 2n+2

1

(2n +3)(2n + 2)

0

Son+z = San =

N

Donc (Sa,)ns0 est décroissante.
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* Soit n € N.

(_1)2n+3 (_1)2n+2
Sanes = Sone1 = 3 a3 T Yo r a1

! 1
S Tom+d T m+3
_ 1
T (2n+4)(2n +3)
=0
Donc (San+1)ns0 €St croissante.
* Soit n € N.
1
San+1 = Som = —5-—5
Or —2n1+2 e 0 donc Sy, 41 — S, 2 0.

Les suites (Say, )nen €t (Sans1)nen sont adjacentes.

Les deux suites obtenues en regardant les termes de rangs pairs et impairs sont donc
convergentes et nous admettrons que nous pouvons en déduire que (.S,,),en €st convergente
et que sa limite est la méme que celle des suites extraites.

Exercice 7. E
Soit (u, ) la suite définie pour tout entier naturel n par

=1
un_k;k.

1. Prouvez que (u,,) est croissante.
2. Montrez que pour tout m € N, ugm+1 — ugm = %

3. Déduisez-en que (u,,) n’est pas majorée. Concluez.

Correction de I'exercice 7

1. Somme de termes positifs.

4
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m+1

| =

u2m+1 —_ u21n, = Z —
k=2""+1
m+1
1
k=2""+1 2m+1
2'm-*—l _ 2m

\"

Vv

2nz+1
1
2

=

m

3. ugm = (ugm —ugm-1) + -+ + (ug2 — ug1) + (ugt —ugo) +ugo = .

Exercice 8. E
Soient z € [0, 1] et, pour tout entier n =1 :

n n

up(x) = Z Z— et v, (x) = u,(z) +

nXxXnl
1. Vérifiez que pour tout n € N* et tout = € [0, 1],

w(n?+2n)(1-2)+1
n(n+1)X(n+1)! "

Un+1 — Up = —

2. Déduisez-en que les suites (u,(z)) et (v,(x)) sont adjacentes. Que pouvez-
vous en déduire ?

3. Montrez que la limite de (u, (1)) n’est pas un nombre rationnel.

Exercice 9. E
Pour tout entier n = 1 on note

- 1 1
un:l_[(l'i'ﬁ) et v, = (1+ﬁ)“n~
Montrez que (U, )ns1 €t (v, )n=1 sont adjacentes.

Correction de l'exercice 9
Démontrons que (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

-5-
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* Montrons que (u,),s; est croissante.
Chaque terme de (u,,),»1 est formé d’un produit de nombre strictement positifs donc est
strictement positif (et, nous en aurons besoin ensuite, il en est de méme pour (v, ),51)-

Soit n € N*.
1
Un+1 _ Zil (1 + k%)
o Tl (14 5)
S
- (n+1)2
=1

Donc (uy,),s; est croissante.

Montrons que (v, )ns1-

Soit n € N*.

Puisque (v, )51 est strictement positive :

1
Un+1 (1 + n+1 ) Un+1
o (1)

1+ ~)Un
1
n+l Up+1

1+ 2 Un,
1 1
(e )
n+1 (n+1)

"<
1P+ni1+m:n2+mjn4

1+

1

1
n

1
+
n

n+

- ()

|
—

—

3

4=

_
N

'S

Donc (v, )ps1 est décroissante.
rs 1 _— .
* La différence v,, — u,, = ~u, ne permet pas de trouver la limite. II faut donc procéder
autrement ici, inhabituellement nous allons utiliser les limites de (u,,) et (v,,) pour
conclure.

Montrons que v,, —u,, — 0.
n—+00
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(v, )ns1 est décroissante et minorée par 0 donc convergente vers une limite £ = 0.

Donc u,, = —% — /.
1+ no+oo

Puisque les suites convergent vers la méme limite ¢ :

Vp — Uy, — 0.
n—+00

Le suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.
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