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I Sauite.

Une suite est une énumération ordonnée infinie dont les termes sont indexés sur
N (ou une partie infinie de N).

Ainsi les entiers naturels pairs forment une suite : (0;2;4;6;...). En appelant
u la suite on note ug le premier terme c’est-a-dire 0, puis u; le deuxiéme c’est-a-
dire 2. Ainsi : ug = 0, u; = 2, uy = 4, etc. On généralise en donnant une formule
explicite : Yn € N, u,, = 2n. Nous aurions pu définir la suite de fagon récursive en
partant de ug = 0 et en ajoutant 2 pour obtenir le terme suivant.

IT Limite finie d’une suite.

Nous dirons qu’une suite (u,,),eny admet une limite finie lorsque, & mesure que
n grandi, les valeurs de u,, se rapprochent d’un nombre fixe.

Soient :

. (up)nen une suite,

. ¢ € R un réel.

Nous dirons que la suite (u,),en converge vers £ si et seulement si : quelque
soit l'intervalle ouvert contenant ¢, il contient toutes les valeurs w, a partir
d’un certain rang.

Dans ce cas nous noterons :

lim w,=¢ ou wu, — /.
n—+0o0o n—+00

Lorsque (uy)ney tend vers 0 et que tous les termes de la suite, & partir d’un

. o, +
certain rang, sont positifs nous noterons u,, — 0.
n—+00

De méme si la suite tend vers 0 en prenant des valeurs négatives nous noterons :

u, — 0.
n—+00

Proposition 1

[un — z]«:»[mn—a — 0].

n—+00 n—+00
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III Limite infinie d’une suite.

Nous dirons qu’une suite (u,)peny admet une limite infinie lorsque, & mesure
que n grandi, les valeurs de u,, soit augmentent toutes, soit diminuent toutes, sans
aucune limitation.

Soit (u, )nen une suite de nombres réels.

Nous dirons que (u,,)pen admet pour limite +00 si et seulement si, : quelque
soit A € R, ]A;+00[ contient tous les termes de la suite & partir d’un certain
rang.

Dans ce cas nous noterons :

lim u, =400 ou w, — +00.
n—+00 n—+0o

Nous définirions de méme u,, — —00.
n—+0oo

IV  Unicité de la limite.

Nous adjoindrons & R les deux infinis comme s’il s’agissait de nombres. Ce
nouvel ensemble, RU{+00, —00}, est appelé R achevé. Nous pourrons nous autoriser
a étendre les opérations et l'ordre de ’ensemble des réels : 3 + (+00) = +o00,
—2 X (+00) = —00, —00 < =2 < (0 < 5 < +00. Par contre les opérations ==,
(+00)—(400) n’ont pas de sens. Nous en parlerons comme de formes indéterminées.

Proposition 2 - Unicité de la limite.

Soient,
. (Un )nen une suite réelle,

. 41 et £y des éléments de R U {400, —00}.

Si (uy, )nen admet pour limites £; et £y, alors £; = £5.

Corollaire 1

Si une suite (u,),en admet une limite £ € R U {+00, —0o} alors toute suite
extraite de (u, )ney admet la méme limite.

En particuliers les suites des termes de rangs pairs et impairs admettent la
méme limite.
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V  Suites de référence.

Ces suites constituent notre alphabet de ’étude de la convergence.
On définit n factoriel, pour n € N*, par n! := 1 x2x -+- xn et 0! := 1.

Proposition 3

Soient a € R}, b € R.

(i) Sib > 0 alors n” — 400,
n—+00

(ii) Sib < 0 alors n’ — 0.

n—+00

(iii) Sia > 1 alors a" — +o00.
n—+0oo

n—+00

)
)
(iv) Si0<a<1alorsa” — 0.
(v) n! -, T

(vi) In(n) =, +oo

Les suites constantes converge et leur limite est la valeur de leur terme général.

VI Opérations sur les suites convergentes.

Si la suite (u,,) admet une limite ¢ alors (—u,,) admet pour limite —£.

Somme.
Ynl ¢ | 400 | —o0o | PL.
UTL
m m+/{ | +o00 | —oo | P.L.
+00 +00 +oc0 | F.I. | F.I.
—00 —00 FI. | —o | F.I.
P.L. P.L. FI | FI. | F.L

Produit.

" Ul ps0|0=0]¢<0]| +00 | —c0 | P.L.
m >0 ml 0 ml +00 | —o0 | P.L.
m=0 0 0 0 FI | FI. | P.L.
m <0 ml 0 ml —00 | +00 | P.L.

+00 +00 F.L -0 | +00 | —0 ?
—00 —00 F.I +00 | —00 | 400 | F.I
P.L. pL. | PL. | PL. | FI. | FI. | F.L
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Inverse.
Uy | +00 | =00 | 0 0
I + _
m 0 0 + 00 — 00

Les limites de quotients s’en déduisent.

VII Exercices.

Exercice 1. A
Donnez les limites des suites suivantes dont on donne le terme général, u,,, aprés
avoir identifier une suite de référence.

a) n'. b) % c) 2" d) 2%
e) nl f) In(n). g) n . h) n.
i) n>. j) 0,3". k) 10" 1) %
m) (%) . n) e". 0) %

Exercice 2. B
Identifier parmi les suites dont le terme général est donné ci-apres, les situations
conduisant & une forme indéterminée lors de I’étude de la convergence, sinon
donnez la limite.

11 2 .n =il
a)ﬁ+2—n. b) n® —6". c) In(n ") +nl
d) 27" +1 2, 1 f — l+1
) ar Il(’I’L) e) n +W. ) m+n.+ .
2 n n? n!
q -2 5 " TL_3 55N
i) n (4) . k) ()’ 1) n°27".
-3 0 5n1 n 4 hl(n)
m)n ~ +0,5" In(n) n) — xe + 0) o

4
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Exercice 3. B
Déterminez, si possible la limite des suites dont le terme général est donné ci-
dessous.

7 n 3 0,1"
+ 12. 4" - 7. +
a) n b) 7 c) n ()
1 _ 1\" 1
d) ~+4. e) n~* +In(n). f) (5) +24 =
2 1 In(n) . nt+1
g) nln +2—F. h) e 1) 174
= =
nx 2" 2 2( 3 3
i) . k) n!—(2—n). ) n*(n”+ +1].
T 1 In(n)
S
n n2

m) 2n° +5n° +n—12.  n) =5n’—2n°—12n—-3. o) 4n° —n+ 1.
3
n 2 n 1

p) F q)n+3 +4_ﬁ'

Exercice 4. B
On suppose que la suite convergente (u,,) vérifie, pour tout entier naturel n la
proposition (E) donnée ci-dessous. Déduisez-en la limite £ de (u,,). Ainsi lorsque
u, + 3 = 0 alors, en passant a la limite £ + 3 = 0 et donc ¢ = —3.

a) (E): wu,+1=3. b) (E): du,+1=2.
¢) (E): bu,+3=6u,—3. d) (B): ul=1.
1
e) (E): %+2ui=n_2. f) (E): (un—1)(un+3):%1.
B (B): 3otg-—— b (B): g un-2

3up, =6 p24n+1’


http://unemainlavelautre.net/sup_1ieme_cpge_lettres_et_sciences_sociales.html

06 Limite d’une suite.

Exercice 5. C
1. Donnez le terme général des suites extraites de rang pair puis impairs. Si
Uy = n® alors les termes de rang pair sont les us, = (2n)2. Et ceux de rang
impair sont us,ey = (2n +1)% = 4n® + 4n + 1.
a) u, =n+1. b) u, =In(n). c) uy, =nl

2. Déterminez les limites des suites extraites des termes de rangs pairs puis
impairs. Concluez quand a la limite de la suite.

a) (-1)". b o 2+ {1,
d) 2" + (-1)"™. e) 2% +(-1)"

-6-
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