Séries de nombres réels.

Séries de nombres réels.

I Généralités.

1 Définitions, vocabulaire.

Définition 1

Soit :

. (up)nen une suite réelle.

On appelle série de terme général u,, la suite (S,,),en des sommes partielles
S, = ZZ=0 uy, pour tout n € N. Nous noterons ) wu, la série de terme général
Uy,

Si (S,,), converge alors nous dirons que la série ) u, converge. Sinon nous
dirons qu’elle diverge.

Si ) wu, converge alors la limite de (S,,) est appelée la somme de la série et est

+00
notée Z Uy -
n=0

Proposition 1 - Condition nécessaire de convergence.

Soit :

. (ty)nen une suite réelle.

Si ) u, converge alors u,, — 0.
n—+0o0o

Soit :

. (uy)nen une suite réelle.

Nous dirons que Y u,, diverge grossiérement si et seulement si (u,,) ne tend pas
vers 0.

2 Convergence absolue.

Définition 3
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Nous dirons que ) u,, converge absolument si et seulement si ) |u,| converge.

Théoréme 1 - Lien entre convergence et convergence absolue.

Toutes série réelle absolument convergente est convergente.
De plus, si ) u, est absolument convergente :

+00
D tn
n=0

+00

<) lunl:

n=0

IT Des séries de référence.

1 Séries arithmétique.

Proposition 2

Y rn + ug converge si et seulement si r = ugy = 0.

2 Série des entiers.

Proposition 3

. 2
Y n diverge vers +00 et Y n ~ in".

3 Série des carrés.

Proposition 4

2 . 2 3
Y n” diverge vers +00 et Y n° ~ in’.

4 Série des cubes.

Proposition 5

S n® diverge vers +00 et ¥ n® ~ in*.
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5 Séries géométriques.

Proposition 6

Soit ¢ € R.
Y ¢" converge si et seulement si |g| < 1.

Si cette série converge alors

6 Séries géométriques dérivées.

Proposition 7

Soit ¢ € R.
Y ng"” et Y n(n—1)q n-2 convergent si et seulement si |¢| < 1 et en cas de
convergence :
+00 too
n—1 1 n—2 2
ng =-——= ¢t n(n-1)¢ ~=——.
n; (1-q)? n; (1-q)?

7 Séries de Riemann.

Proposition 8

Soit o € R.

Y. - converge si et seulement si a > 1.

8 Série exponentielle.

Proposition 9

n
x
Z o converge quelque soit « € R et

+00 n

x x
I
n=0
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Proposition 10

+oo § 92n . +00 . 92n+1
cos(t) = Y (1" gy et 0 = 3 (' gy

9 Séries de Bertrand.

Proposition 11

La série de Bertrand )
(a=1et 8>1).

1 . .
——— converge si et seulement si @« > 1 ou
n22 0% (1n(n)” 8

IIT La régle de d’Alembert.

Théoréme 2 - Regle de d’Alembert.

Soient :

U
. (u,,) une suite de nombres réels strictement positifs telle que SH — /.
n n—+0oo

(i) Si0</¢<1 alors ) u, converge.

(ii) Si¢> 1 alors ) u, diverge grossiérement.

IV Le critére de Riemann.

Théoréme 3 - Critére de Riemann.

Soient :

. Y u, une série & termes strictement positifs.

S’il existe a € R et ¢ € R} tels que n®u,, — £ alors Y u, converge si et
n—+00

seulement si o > 1.

V Séries a termes positifs.

4
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1 Etude de la convergence.

Proposition 12 - Lemme fondamental.

(i) Une série a termes positifs converge ou tend vers +0co.

(ii) Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite de ses
sommes partielles est majorée.

2 Opérations sur les séries.

Proposition 13 - Somme de série et nature.

Si ) u, et Y v, sont convergentes alors ) au, + v, converge.
S’il y a convergence alors :

+00 +00 +00
S om0 S
n=0 n=0 n=0

Proposition 14

On ne change pas la nature d’une série en lui ajoutant une série convergente.

3 Reésultats de comparaisons.

Proposition 15

Soient (u,) et (v,) telles que Vn € N, 0 < u,, < v,.

(i) Si ) v, converge alors ) wu, converge. De plus :

(i) Si ) w, diverge alors y v, diverge.

“Ms

Proposition 16

Si (u,) et (v,) sont & termes strictement positifs, u,, = o(v,,) et ) v, converge
alors ) u,, converge.
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Proposition 17

Si Y u, et ) v, sont & termes strictement positifs et u, ~ v, alors Y u, et
Y v, sont de méme nature.

VI Sommes doubles.

VII Exercices.
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