
Matrices.

Matrices.

I Matrice et application associée.

1 Dé�nition.

Dé�nition 1

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. (Aij) 1⩽i⩽n
1⩽j⩽m

un élément de Rnm.

Nous appellerons matrice à n lignes et m colonnes le tableau de nombres réels
suivant

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A11 A12 A13 . . . A1m

A21 A22 A23 . . . A2m

A31 A32 A33 . . . A3m

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
An1 An2 An3 . . . Anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

A23 est le coe�cient (ou le terme) de A d'indice (i,j).
L'ensemble des matrices à coe�cients réels de n lignes et p colonnes est noté
Mn,m(R).
Si n = m alors nous dirons que la matrice est carrée de taille n. L'ensemble des
matrices réelles carrées de taille n est noté Mn(R).

2 Application associée.

Dé�nition 2
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Matrices.

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (Aij) une matrice prise dans Mn,m(R).

. x⃗ = (xj)1⩽j⩽m un vecteur colonne élément de Mm,1.

Nous appellerons application associée à A l'application dé�nie sur Mm,1 à va-
leurs dans Mn,1 qui au vecteur colonne (xi)1⩽i⩽m associe le vecteur colonne

(∑m
j=1Aij × xi)1⩽i⩽m.

En résumé il s'agit de l'application

A ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mm,1(R) ⟶ Mn,1(R)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x1
x2
⋮
xm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

↦

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∑m
j=1A1j × xj

∑m
j=1A2j × xj

⋮
∑m

j=1Anj × xj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

3 Application linéaire.

Dé�nition 3

Une application f de Rm dans Rn est dite linéaire si et seulement si elle véri�e
les deux propriétés suivantes :

(i) ∀λ ∈ R, ∀x⃗ ∈ Rm
, f(λx⃗) = λf(x⃗).

(ii) ∀x⃗,y⃗ ∈ Rm
, f(x⃗ + y⃗) = f(x⃗) + f(y⃗).

Proposition 1

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (Aij) une matrice prise dans Mn,m(R).

L'application associée à la matrice A est linéaire.

Proposition 2
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Matrices.

Toute application linéaire de Rm dans Rn est l'application associée à une ma-
trice de Mn,m(R).

II Opérations sur les matrices.

1 Somme et multiplication par un réel.

Proposition 3

Soient :

. n et m deux entiers naturels non nuls.

. λ et µ des réels,

. A = (aij), B = (bij) et C = (cij) des éléments de Mn,m(R).

(i) A +B = B +A.

(ii) (A +B) + C = A + (B + C) = A +B + C.
(iii) (−A) +A = A −A = 0n,m.

(iv) A + 0n,m = 0n,m +A = A.

(v) 0 ⋅A = 0n,m.

(vi) 1 ⋅A = A.

(vii) λ ⋅ (µ ⋅A) = (λ × µ) ⋅A.
(viii) (λ + µ) ⋅ (A +B) = λ ⋅A + λ ⋅B + µ ⋅A + µ ⋅B.

2 Produit de matrices.

Dé�nition 4
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Matrices.

Soient :

. n, m et p des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. B = (bjk) ∈ Mm,p(R.

Nous appellerons produit (matriciel) de A et B la loi qui à A et B associe la
matrice C = (cik) de Mn,p(R) dé�nie par :

cik ∶=
m

∑
j=1

aijbjk.

On notera A ×B = C ou AB = C.

Proposition 4 - Produit de matrices et applications associées.

L'application associée à A ∈ Mn,m(R), est l'application qui à X ∈ Rm associe
le vecteur A ×X (qui appartient à Rn).

3 Produit de matrices et composition d'applications associées.

Proposition 5

Soient :

. m, n et p des entiers naturels non nuls,

. A ∈ Mm,n(R),

. B ∈ Mn,p(R)

. $A les applications linéaires associées à A et B.

En confondant les matrices A et B et leurs applications associées, nous pouvons
dire que l'application associée à A × B est A ◦ B et qu'une matrice associée à
l'application A ×B est A ◦B.

4 Matrice inverse.

Dé�nition 5
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Soient :

. n ∈ N∗,

. A et B des éléments de Mn(R).

Nous dirons que A est l'inverse de B si et seulement si AB = BA = In.

III Transposition.

Proposition 6

(i) La transposition est linéaire : t(A +B) = t
A + t

B et (λA) = λtA.
(ii) La transposition est involutive : t(tA) = A.
(iii) t(A ×B) = t

B × t
A.

IV Systèmes linéaires.

1 Système linéaire et application linéaire.

Proposition 7

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. y⃗ ∈ Rn.

Rechercher les antécédents de y⃗ par A équivaut à résoudre le système linéaire

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + . . . + a1mxm = y1
a12x1 + a22x2 + . . . + a2mxm = y2
⋮ + ⋮ + ⋱ + ⋮ = ⋮

a1nx1 + a2nx2 + . . . + anmxm = yn

en les inconnues x1, x2, ..., xm.
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2 Résoudre un système par l'algorithme de Gauss et substitution.

Proposition 8 - Opérations élémentaires sur les systèmes.

On ne modi�e l'ensemble des solutions d'un système linéaire en lui appliquant
l'une des transformation suivante.

(i) Échange (de place) de deux lignes L et M : L↔M .

(ii) Remplacer la ligne L par λL où λ ∈ R∗ : L← λL.

(iii) Remplacer la ligne L par la somme de L et d'une autre ligne M : L ←
L +M

3 Ensemble des solutions d'un système linéaire.

Proposition 9

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A ∈ Mn,m(R).

Le système A(x⃗) = 0⃗ a des solutions non triviales si A a moins de lignes que
de colonnes.

V Noyau d'une application linéaire.

Dé�nition 6

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. ϕA l'application linéaire associée à A.

Nous appellerons noyau de l'application linaire associée à A l'ensemble

ker(ϕA) ∶= {x⃗ ∈ Rm ∣ϕA(x⃗) = 0⃗} .

Proposition 10
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Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. ϕA l'application linéaire associée à A.

ker(ϕA) est un sous-espace vectoriel de Rm.

VI Injectivité, surjectivité, bijection

1 Dé�nitions.

Dé�nition 7

Soient :

. E et F des ensembles,

. f ∶ E → F une application.

Nous dirons f est injective si et seulement si :

∀(x,y) ∈ E2
, f(x) = f(y)⇒ x = y.

Nous dirons que f est surjective si et seulement si :

∀y ∈ F, ∃x ∈ E, f(x) = y.

Nous dirons que f est bijective si et seulement si f est injective et surjective.

Proposition 11

Soient :

. E et F des ensembles,

. f ∶ E → F une application.

f est bijective si et seulement si : ∀y ∈ F, ∃!x ∈ E, f(x) = y.
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2 Applications linéaires injectives.

Proposition 12

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. ϕA l'application linéaire associée à A.

L'application linéaire ϕA associée à A est injective si et seulement si son noyau
est réduit à {0}.

Un ensemble de combinaisons linéaires.

Dé�nition 8

Si x⃗ et y⃗ sont des éléments de Rm on note v(x⃗,y⃗) et on appelle espace vecto-

riel engendré par x⃗ et y⃗ l'ensemble des vecteurs obtenus comme combinaisons
linéaires de x⃗ et y⃗.
Ainsi Vec(x⃗,y⃗) est formé de vecteurs de la forme αx⃗ + βy⃗ où α et β sont des
réels quelconques.

Proposition 13

On remarque que Vec(x⃗,y⃗) est un sous-espace vectoriel de Rm.

VII Image d'une application linaire.

Dé�nition 9
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Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. ϕA l'application linéaire associée à A.

Nous appellerons image de l'application linéaire ϕA l'ensemble des images des
éléments de Rm par ϕA.
Nous noterons :

Im(ϕA) = {ϕA(x⃗) ∣ x⃗ ∈ Rm} .

Proposition 14

Soient :

. n et m des entiers naturels non nuls,

. A = (aij) ∈ Mn,m(R),

. ϕA l'application linéaire associée à A,

. Ci = AEi,1 pour tout i ∈ J1,mK.

Im(ϕA) = Vec(C1,C2, . . . ,Cm).

Proposition 15

L'image de l'application linéaire est un sous-espace vectoriel de Rn.

VIII Exercices.
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