Généralités sur les suites.

Généralités sur les suites.

I Rappels sur les suites arithmétiques et géométriques.

1 Suite arithmétiques.

Soit p € N.
Une suite (), est dite arithmétique si et seulement si il existe un nombre
r € R tel que :
Ynzp, e =u, +r.

Formules explicites.
Si la suite commence au rang 0 (c’est-a-dire (u,,),s0) alors

Vn =0, u, =uy+nr.
Si la suite commence au rang p (c’est-a-dire (u,),»,) alors

Yn = p, u, =u, + (n—pr.

Proposition 1 - Somme des termes d’une suite arithmétique.

Si (up, )nso alors

- (UO +7.L7,,)(7”L+ 1)
Z’U,k = 5 .
k=0

Démonstration
Notons Z(n) : « Y p_quy = % ».

Démontrons par récurrence sur n € N que &?(n) est vraie.

D’une part :
0
Do = o
k=0

et d’autre part
ug +ug)(n+1)  2ug

9 D) = U,

donc

0 Uy + ug)(n + 1)
ZUO = f.
k=0

Ainsi Z(0) est vraie.
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* Soit n € N,
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que £ (n + 1) est alors vraie.
Nous voulons établir une égalité au rang n+ 1. Pour démontrer une égalité A = B
on peut partir de A ou de B. Ici nous partons de B. Autrement dit nous partons
de MZ«MM et nous allons montré que c’est égale a Y k = 0™y,

Puisque (u,,) est arithmétique, en notant r sa raison :

(uo + tne1)((n+1)+1)  (uo+u, +7)((n+1)+1)
2 2

En développant :

(ug + Ups)((n+1)+1)  (ug+u,)(n+1)+r(n+1)+ug+u, +r
2 2
(ug+up)(n+1) rin+1)+ug+u, +r
2 * 2

Par hypothese de récurrence :

3

(g + s )((n+ 1) +1) _

r(n+1)+ug+u, +r
5 +

2

§

o~
Il
o

Upt1 + Un+1

1=

e

ol

+

S

3

+

o

Il
N e
bl
ngE
<
E
[\

+
=l

e
Il
[}

Donc Z(n + 1) est vraie.

* Nous avons démontré par récurrence que

. (ug +u,)(n+1
VTLEN, ];)Uk: o TL2 )

2 Suites géométriques.

Soit p € N.
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Une suite (uy,)nsp est dite géométrique si et seulement si il existe un nombre
q € R tel que :
VYnzp, 1 = u, Xq.

Formules explicites.
Si la suite commence au rang 0 (c’est-a-dire (u,,),s0) alors

Y20, u, =u Xq .
Si la suite commence au rang p (c’est-a-dire (uy,),5,) alors

P n-p
Vnzp, u, =u,Xq .

Proposition 2 - Somme des termes d’une suite arithmétique.

Si g € [0, + oo[\{1} alors

n+1

iqk: 1-¢q
=0 1-q

IT Variations.
1 Etude du signe de wu,,1 — u,.

Exercice 1.
Etudiez le sens de variation de la suite v dans les cas suivants.

Pour tout n = 3, u, 41 = u, +5.

Up, =n+ﬁ pour tout n € N.

Ups1 = U, —n — 1 pour tout n € N et ug = 2.
Uy = n®—4 pour tout n € N.

Up, =n’-5n+1 pour tout n € N.

Pour tout n = 1, u,, = 3" — 5.

ug = —H et, pour tout n € N, u,,; =u, + n’.
3

ug = 3 et, pour tout n € N, u,, .1 = .
mn

@ N e e 8=

Pour tout n € N, u,, = 2" — 8.
Pour tout n € N, u,, =1+ 0,5".

—_
S

. VneN,un=2n2—n+l.
1

2n+1 :

—_ =
R

. VneN, u, =

—
w

.ug=let: VneN u,yy =u, +2n+3.
cug=2et:Vn€EN, uyq = u, — VuZ + 3.

—
W~
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Correction de I'exercice 1

1. Upsq —u, =5 >0 donc(u,) est strictement croissante.

2.
=(n+1)+ ! + !
Uns1 = Un = (7 m+D+1 "o+t
=1 ! >0
- (n+1)(n+2)
Donc (u,,) est strictement croissante.
3. Upyy —u, = —n—1<0donc (u,) est strictement décroissante.

un+1—un=(n+1)2—4—(n2—4)

=2n+1>0

Donc (u,,) est strictement croissante.

unﬂ—un=(n+1)2—5(n+1)+1—(n2—5n+1)

=2n—-4

On remarque u; —ug =2x0—-4=-2<0et uy —us =2x3—-4=2>0 donc (u,)
n’est pas monotone.

6.
Upsy —up = 3" =5 (3" = 5)
=3x3"-3"
=3"(3-1)>0

Donc (u,,) est strictement croissante.
2 .
7. Ups1 — U, =n" 20 donc (u,) est croissante.

8. On remarque ug = 3, u; = 1 et uy = 3 donc (u,,) n’est pas monotone.

un+1—un=2n+1—8—(2n—8)
=2"(2-1)>0

donc (u,,) est strictement croissante.
10.

Upsy = Up = 1405 = (1+0,5")
=0,5"(0,5-1)<0

donc (u,,) est strictement décroissante.

4
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11. Soit n € N.

uml—un=[2(n+1)2—(n+1)+1]—[2n2—n+1:|
=2n+1)’ -+ +1-2n"+n-1
=2(n+1)°-(n+1)-2n' +n
=2(n2+2n+1)—n—1—2n2+n
=2n° +4n+2-1-2n°
=4dn+1

Or 4n + 1 > 0 puisque n = 0, donc u,,4y — u, > 0.
Ainsi nous avons établi que, quelque soit n € N, u,,; —u,, > 0. Autrement dit :

(U ) ey €St strictement croissante.

12.
1 1
Un+1 = Up = on+l _ gn
1 2
= 2n+1 - 2n+1
1-2
= 2n+1
1
= T on+l

<0

(U ) pen st strictement décroissante.
13.

Ups1 — Uy =20+ 3
>0

(U )pen €St strictement croissante.
14.

Upe1 — Uy = —\JuZ +3

<0

(U ) pen €St strictement décroissante.
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2 Suites strictement positives, étude de “2:L,

n

Exercice 2.
Etudiez les variations des suites suivantes.

n
1. u, = o1 pour tout n € N.

2n?+1 .

2. u, =3 pour tout entier n € N.
3n x 2n+1

3. Up =
3 x 2"

Correction de 'exercice 2

1.
(n+1)
Up+1 _ (n+1)+1
L A
tn el
n+l n+1
= — X ——
n+2 n
_(n+ 1)2
T n(n+2)
n’+2n+1
=—F—F—>1
n°+2n
donc (u,,) est strictement croissante.
2.
2
Upiy 32(n+l) +1
Up — g2n?+1
_ 32(n+1)2+17(2n2+1)
_ 34n+2
Comme 4n + 2 > 0, 3'"*2 > 1 donc (u,,) est strictement croissante.
3.

Upaq ~ 3n+1 > 2(n+1)+1 32n % 277,

U, - 32(n+1) x gn+l X 3" x gn+l
3" x3x2"! x2x 3% x2"
327 x 32 x 27l x 37 x 2" x 2
1

=§<1

donc (u,,) est strictement décroissante.
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3 Suites définies par une formule explicite.
) Exercice 3.
Etudiez la monotonie des suites suivantes.

1. VneN, u, =n’+n+13.
2. YneN, u, =n’-2n-4.
3. VneN, u, =n3+gn2+6n.

Correction de l'exercice 3

2
La*+a+13=(s+3) +2

H ifaire oy = -2 = ——L - _1 - =1_1 = 5l

On pouvait aussi faire : v = — 3= = — setf=fla)=7-5+13=".

Dans les deux cas nous en déduisons les variations de la fonction polynomiale de
degré deux puisque a =1 > 0.

f \ﬂ/

En particulier sur R, la fonction est strictement croissante donc (u,, ) est strictement
croissante.

2. ug = —4, u; = =5 et uy = —4 donc (u,,) n’est pas monotone.

3. fixm z + ng + 6z est polynomiale donc dérivable sur R et, pour tout x € R :

f(z)=32"+92+6

6

—1 est racine évidente de f' donc autre racine de ce trinome est —5 = —2- Comme
de plus a >0 :
T —00 -2 -1 +00
f + 0 - 0 +
-2 +00
f / \ . /
—00 2

Sur R, f est strictement croissante donc (u,,) est strictement croissante.
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III Exercices.

Exercice 4.
Soit (uy,)pen la suite définie pour tout nombre entier naturel n par :

Up+1 = 0,9u,, + 90
ug = 1000
1. Calculez u et us.
2. On considére la suite (v,,),en définie pour tout nombre entier naturel n par
vy, = U, — 900.
(a) Calculez v, et v;.
(b) Montrez que pour tout nombre entier naturel n, v,,,; = 0,9v,,.
(c) Quelle est la nature de la suite (v, ),en ? Ecrivez v,, en fonction de n.

3. Déduisez-en pour tout nombre entier naturel n, w,, = 100 x 0,9" + 900.

4. Conjecturez la valeur dont semble se rapprocher u,, lorsque n tend vers +oco.

Correction de ’exercice 4
1. uy =990, uy = 981.
2. (a) vg =90, v; =81.
(b) Soit n € N.

Un+1 = Ups1 — 900
0,9u,, + 90 — 900

=0,9u,, — 810
=0,9u,, — 0,9 X 900
= 0,9 (u, —900)
=0,9v,

Ainsi

VneN, v, =0,90,.

(¢c) D’aprés la question précédente

(v,,) est géométrique de raison g = 0,9 et de terme initial vy = 90.

On en déduit sa formule explicite, pour n € N :

-8
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v, = vy X q"

VYn eN, v, =90x0,9".

U, = v, + 900
=90x0,9" + 900

4. (0,9™),50 tend vers 0 donc u,, tend vers 900 quand n tend vers +00.
Exercice 5.
Soient (w,, )nen €t (Sp)nen les suites définies, pour tout n € N par
Wy, = -n°+2n et Sp = Wpy1 — Wy

Exprimez w,,,; en fonction de n.
Déduisez-en ’expression de S,, en fonction de n.

Exprimez S,,,, en fonction de n.

R

Déduisez-en que 5,1 — S, = —2 quelque soit n € N.

Correction de 'exercice 5

1.
Wpar = —(n+1)° +2(n +1)
=—(n*+2n+1)+2n+2
=" -2n—-1+2n+2
=—n’+1
2.

Sy = Wpyy — Wy
=—n2+1—(—n2+2n)
=—n*+1+n°-2n
=-2n+1

Deés ici nous remarquons que la suite (S, ),en est arithmétique de terme initial
So =1 et de raison —2. Ce qui répond aux questions suivantes.
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Exercice 6.
Soit (u,, )ney une suite réelle définie par uy = —1 et u, . = Vu2 + 3 pour tout n € N.

1. Justifiez que la suite (u,, )ney est bien définie.

. Montrez que la suite définie sur N par v,, = ui est une suite arithmétique.

2
3. Donnez ’expression du terme général v,, en fonction de n.
4. Déduisez-en I'expression de u,, en fonction de n.

5

. Trouvez la plus petite valeur de n telle que u,, = 50.

Correction de 'exercice 6

1 ul+320.

2. Uyt =ui+1 =uf,,+3=vn+3.

3. v, =—-1+3n.

4. unzmsinalet%:— .

5. Uy, > 50 donc —1 + 3n > 2500 et n > 20— = 833,

Exercice 7.
2u,,

Soit (u,,) une suite définie sur N par ug = 1 et u,,,1 = 7430
1. Calculez uy et us.
2. La suite (u,)nen est-elle arithmétique ?
3. On suppose que pour tour entier naturel n, u,, # 0 et on définie la suite (v, ),ex
par v, = —.
(a) Montrez que la suite (v,,) est arithmétique et donnez ses éléments caracté-
ristiques.
(b) Donnez I’expression de v,, en fonction de n.

(¢) Donnez l'expression de u,, en fonction de n.

4. Etudiez la monotonie de la suite (u,,).

5. Montrez que pour tour n de N, 0 < u,, < 1.

Correction de I'exercice 7

1.

De méme
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1
Uy = —
274
2
Uz = —
571
3 3 . L.
2. Uy —uy = 55 ebus —up = —4; donc pas arithmétique.
1 24+3Up+1
3. (a) v = = ——n+l
(@) vnn Un+1 2Up+1
_ _ 243uy 1 _ 2+43up—-2 _ 3 _ 3 _
Unsl —Up = S = = SO = DL =g et ug =1

(b) v, =1+ gn.

_ 1
(C) Un 1+5n
4 Un+l _— 1+%n 4 4 H
.2l = —2 _— < 1. Donc strictement décroissante.
Uy, 1+§(n+1)

5. u, > 0 par formule explicite et u,, <1 par monotonie.

Exercice 8.
Soit (wy,)pen définie par
3u, +4

u = —— et ug=1.
n+1 Un+3 0

1. De quelle fagon est définie la suite (u,)?
2. Donnez 'expression de la fonction f telle que pour tout entier naturel n, u, ,; =
f(un).

3. Représentez graphiquement la fonction f, puis représentez les cing premiers termes
de la suite sur ce graphique.

4. Que pouvez-vous conjecturer quant aux variations de cette suite ?

5. Soit (v, )nen la suite définie pour tout entier n, par v, = Z"—t; Montrez que

(v )nen st une suite géométrique.

6. Déduisez-en v,, en fonction de n puis u,, en fonction de n.

Correction de 'exercice 8

1. Par récurrence.

. 3xz+4
. . = —.
2 f x x+3

3. f'(x) = ﬁ donc

T —00 -3 +00
1 + +
+00 3
! / /
3 -0

-11-
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En ajoutant quelques images simples a calculer de téte on obtient un assez bon
schéma : f(0) = §, f(—é) =0, f(1) = i, f(=1) = g

Exercice 9.
. On considére le nombre B dont I’écriture décimale illimitée est 0,375375375... ou
375 est répété indéfiniment. Le nombre B est-il rationnel ? Justifiez votre réponse.
. On considére la suite (u,, ), o+ définie par son premier terme u; = 0,375 et w, . =
10"%u,, pour tout entier n.
(a) Quelle est la nature de la suite (u, ), cn+ 7

(b) On considére pour tout entier naturel n, la somme S,, des n premiers termes
de la suite (u,,),en+- On a donc S, = uy + up + uz + -+ + uy,.

Exprimez S,, en fonction de n.

3. Conjecturez la valeur de lim,,_, o 107°".

4. Déduisez-en lim,,_,,, S,. Que représente ce nombre par rapport & B?

-12-
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