Généralités sur les suites.

Dérivation.

I Une approche intuitive : un coefficient directeur.

II Des fonctions de référence.

On présente ci-dessous des fonctions f en donnant leur expression algébrique,
celle de la fonction dérivée f' et le domaine de dérivabilité Dy (i.e. I'ensemble des

valeurs de x pour lesquels il est effectivement possible de calculer f'(x))
n désigne un entier naturel.

1 Les fonctions puissances.

flx) = 3 T 2’ z° 2t z"
f'(z) = 0 1 2x 3a° 42° nz""!
T € R R R R R R

2 Les fonctions polynomiales.

La fonction polynomiale (& coefficients réels)
n n—1 2
P:zw-a,x +a,17 + st a0 + a1z +ag
est dérivable sur R et sa dérivée est
! n—1 n—2
P:zena,r  +(n-1)a,_1x " +---+2ay + xa;.

Plus que la formule c’est sa mise en pratique qui est connaitre.

3 Autres fonctions de référence a exposant.
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1 1 1 _
f(SC) = T 2 " " \/E
, 1 2 n I 1
= -— -—— - —-nr —
f(z) 22 25 2 2T
T € R* R* R* R* R}

Toutes les formules données ci-dessus relévent d’une seule et méme formule
Si o € R et si la fonction f est définie par

alors )
] —
f(z)=az"",
pour z pris dans le domaine de dérivabilité (qui différe suivant les valeurs de «).

4 D’autres classiques.

flz)=1|¢" In(x) cos(z) sin(x) tan(z) tan(z)
fl(z) =| e % —sin(x) cos(x) @ 1+tan®(2)
ve RO ® SR I 1 O O 1

ITIT Sommes, produits, quotients, composées..

1 Linéarité.

Exercice 1.
0; +00
Déterminez la fonction dérivée de f : { 19 [

—
az =

R
LeyE
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Correction de I'exercice 1
2 . 1
Déterminons f.

* Identification de fonctions de références.
f=u+vavecu:xl—>%etv:xr—>\/5.
* Détermination de I’ensemble de dérivabilité (pour ceux qui veulent poursuivre les
maths).
Or u est dérivable sur R* et v est dérivable sur R donc f = u + v est dérivable sur
R* N R} = R}.
* Formule de f' avec des fonctions :
fl — ul + U'
* Rappel des formules de v et v'.
Or, pour tout z € R}
u(r)=—-—7 et v(r)=——.
)=z et )= 5
*

Détermination de ’expression algébrique de f’.
donc

1 1

f($)=—P+ﬁ

En plus d’étre encombrée d’explications méthodologiques la rédaction ci-dessus est trés
lourde pour la dérivation d’une simple somme. Voici un rédaction trés allégée possible :

. . !
Déterminons f.

f est la somme de deux fonctions dérivables sur R} donc elle est dérivable et pour
tout = € R} :

| 1 1
= —— 4+ —
f(z) AN
Exercice 2.

Déterminez la fonction dérivée de f :]0; +oo[ — R sur son ensemble de définition dans
les cas suivants :

1. f(z) = 32° quel que soit z pris dans R},
2. f(z) = —2° quel que soit z pris dans R,

3. f(z) = 7;2 quel que soit z pris dans R},
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Correction de l'exercice 2

1. Déterminons f’.

* Identification de fonctions de références.

f=auaveca=3etu::c|—>x2.

Détermination de l’ensemble de dérivabilité (pour ceux qui veulent poursuivre
les maths).

Or u est dérivable sur R donc f = au est dérivable sur R.

Formule de f' avec des fonctions :
[ =au

Rappel de formule de '
Or, pour tout z € R, u'(z) = 2z.
Détermination de 'expression algébrique de f'.

donc
fl(z) =3 % 2.

f'(x) = 6z, pour tout x € R.

2. Déterminons f'.

3 . 3
Remarquons que —z” = =1 X 2".

. 3
f=oauaveca=-letu:zra/
Donc f est dérivable sur R et :

Pour tout z € R :

fi(x) = =1 x 32,

Finalement

f'(z) = —=32° quel que soit = € R.

3. Déterminons f’.

Remarquons que %z =-2X lL
f=ouaveca=—-2et u:zr .
x
Donc f est dérivable sur R et :
! ]
f=au
Donc :
1 -1
f(z)=-2%x—
x

4
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Finalement

f'(z) = I% quel que soit 2 € R*.

Exercice 3.
Déterminez la dérivée de la fonction f : R — R dans les cas suivants.

1. f(z) = —2x + 7, quel que soit = € R,
2. f(z) = 2° - 62° + 2, quel que soit z € R,
3. f(z) = —62" — 2°, quel que soit = € R.

Correction de l'exercice 3

1. Déterminons f.

f est une fonction polynomiale (et méme affine) donc elle dérivable sur R et sa
dérivée est donnée quel que soit z € R par

fl(z)=-2x1+0.

fl(z)=-2

2. Déterminons f'.

f est une fonction polynomiale donc elle dérivable sur R et sa dérivée,quel que soit
z € R, est
() =32"-6x22+0

f(z) = 32" — 122

3. Déterminons f'.

f est une fonction polynomiale donc elle dérivable sur R et sa dérivée,quel que soit
x € R, s’obtient par
fl(z) = =6 x72° =1 x 52"

f'(z) = —422° - 52"
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2 Produit.

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un ensemble E alors leur produit
u X v est dérivable sur E et

(uxv) =u'v+ur.

Exercice 4.
Déterminez la dérivée de la fonction f en précisant I’ensemble de dérivabilité dans les
cas suivants.

a) f(z) = 2"V, b) f(z) = L,

¢) f(z) = (22° + 3z - 1)(52° — 7x), d) f(z) = 4(z + yz)2°
e) f(z)= (a:)cos(x) f) f(z) =In(z)e",

g) f(z) = 2" In(x), h) f(z) = (2% + 1)e”

Correction de 'exercice 4

a) Déterminons f "

* Tdentification de fonctions de références.

2
f=uxvavecu:z z etv:ze- /1
Détermination de ’ensemble de dérivabilité.

Or u est dérivable sur R et v est dérivable sur R} donc f = uv est dérivable
sur RN R} = R}.

! .
Formule de f avec des fonctions :
! 1 1
f=uv+uv

Rappel des formules de u' et v
Or, pour tout = € R}

1
! !
u(zr)=2z et v(xr)=-——
(2) @)= 57
* Détermination de I'expression algébrique de f'.
donc pour tout = € RY, f'(z) = 22 X V7 + 2° x == Z\F

2
f(z) = 2zyz + ;\—E, quel que soit = € RY.

-6-
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2 . !

b) Déterminons f.
- e |
Nous remarquons que g =VT X .

f=uv avec u:x wetv:xr—)i.

Or u est dérivable sur R} et v est dérivable sur R* donc f = uwv est dérivable sur
R NR* =R} et
! 1 1
f=uv+uv.

De plus, pour tout = € R}

donc pour tout = € R}

Enfin

fl(z) = 2;\5 - g—f, pour tout = € R}.

¢) Déterminons f'.

f=uvavecu:mH2w2+3x—1etv:mH5m3—7:c.
Or u et v sont dérivables sur R donc f = uv est dérivable sur R et

f’ =u'v+u.
De plus, pour tout z € R,
uw(z) =4z +3 et o'(x)=152" -7,

donc
() = (4z +3) x (52" = T2) + (22° + 3z — 1) x (152" = 7).

Enfin en développant, réduisant puis ordonnant

f'(z) = 502" + 602° — 572° — 422 + 7 pour tout réel .
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d) Déterminons f'.

3
f=auwaveca=4,utzar+Jretv:aeeH .

Or u est dérivable sur R} et v est dérivable sur R donc f = auwv est dérivable sur
R} et
= alu'v+w).

De plus pour tout = € R}
u(z) =1+ L et v'(z) =32,
2\/x

donc

fl(z) = 4(1 + 2175) x 2 + 4(x + ) X 32°, quel que soit € R%.

e) f'=cos’(x) —sin’(z).
f) f'(z) =< +In(z)e".

g) f'(z) = 2zIn(z) + z.

h) f'(z) = (22° + 4z + 1)e”.

Exercice 5.
Déterminez les fonctions dérivées de la fonction f en précisant son ensemble de dériva-
bilité lorsque f est définie par :

a) f(z)=2"Vz. b) f(z) = 32° In(z)VZ.
¢) f(z) = (2 +5z-1)° d) f(z) = (3z —4)°.

Correction de 'exercice 5

-8
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a) f=uvavecu:z > a2’ et vz I
Or u est dérivable sur R et v sur ]0; +00[ donc f = uwv est dérivable sur RN]0; +oo[=
10; +o00[.
Pour tout x €]0; +00o[
u'(z) = 32° et v'(z) = # donc

f(x) = 32°Vz + xS%

b) f'(z) = (6zln(z) + 3z)yT + 32° ln(yc)ﬁI

¢) fi(z) =22z +5)(z” + 5z - 1).

d) f'(z) = 6(3z — 4).

3 Quotient.

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un ensemble E alors leur quotient

u X v est dérivable sur E, hormis les valeurs qui annulent v, et
] I
(u )' )

v 122

Exercice 6.
Déterminez les fonctions dérivées des fonctions de la variable z suivantes.
1 22° — 2z + 1
a) f(x)=x—2, b) f($)=T,
Vr+1 sin(x)
= d = .
o) flz) = Yor-, ) fla) = 22

Correction de 'exercice 6

1. Déterminons f’.

fzfavecu:leetv:mHmQ.
u est dérivable sur R, v est dérivable sur R et v s’annule (uniquement) en 0 donc f
est dérivable sur RN R\ {0} = R" et

-9-
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De plus pour tout z € R”
d(z)=0 et v'(x) =2z,

donc pour tout = € R*
0xz?+1x22

f(2) =
(22)°
Donc f' est dérivable sur R* et
u'v — wv'
, —
=0
Donc 5
' Oxz"—1X%X2x
f@) ==
Enfin

fl(z) = —f% pour tout = € R*.

P . !
. Déterminons f.

f=%avecu:xH2x3—2m+1etv:ml—mc—l.

Or u est dérivable sur R, v est dérivable sur R et v s’annule en 1 donc f est dérivable
sur RNR\ {1} =R\ {1} et

De plus pour tout x € R\ {1}
u(@)=6z—-2 et o'(x)=1,
donc pour tout x € R\ {1}

(6 —2)(z—1) - (22° =2z + 1)1
(z-1)° '

fl(x) =

Enfin

f'(x) _ —22°-62"-62+3

—22—82%3 pour tout = € R™.

3—(z—1)312
(%)
4 f@) = =iy = 1+ [T

1
3. fl(z) = 2= pour tout z € R}.

-10-
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Exercice 7. Application.
Déterminez les fonctions dérivées de la fonction f en précisant son ensemble de dériva-
bilité lorsque f définie par :

2) f(2) = 5. b) fa) = LB r

e) f(z) = —%. £) f(2)= =

g) f(m)=05x3ﬁ- h) f(w)=—493+i
_ 9.2

) s St

Correction de I'exercice 7

2) J'(2) = ~gis Ty = R\ (4.

b) f(z) = (22— 3)(1&323)(21 -3a+1) _ 212+3ai;si;;22+31—1 _ zz(;iiz)—zlo P =R\ {-3}.

¢) f'(z) = m2ap Zp =R\ {2}

d) f(2) = ey 20 =R

e) f(z) = Gim 7y =R\ {-2}.

£) f'(x) = ﬁ Py =R

g) fi(z) = o, o ez 75 =

h) f(z)=-4- 25 Zp =R

i) f'(x) (=6z+4)(z* +a z—zl)+:(v 3;9;1);4“1)(41 +2a) _ —62° +42t 62" +4z(z—(i§+i1()231 —20° 4822 +2x) _

—32°+42% —425-422 -8z +4 D
(zt+22+1)2 f

4 Composées.

Sif:E—- Fetg:F — G sont des fonctions dérivables alors leur composée
g o f est dérivable sur F et

(gof) =g ofxf.

-11-
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Exercice 8.

Calculez la dérivée de la fonction A dans les cas suivants.

a) h(z) = (z° +5)°.

¢) h(z) = (2 +2z)".
e) h(z)=v2+ a2,
)

g) h(z) = Vot + 22 + 1.

b) h(z) = («® +5)7°.

d) h(z) = (1 -32z)".

f) h(z)=V72® + 3z + 1.
h) h(z) = V6z?* + 3.

i) h(@:(”’”glf. i) h(x)=(§;i)2.
k) h(z) =1+ vz 1) h(z) = \/%
m)h(z) = e*. n) h(z) =" .

0) h(z) = e®. p) A(z) = .

Correction de l'exercice 8

a) 6z(z” +5)° 7y = R.

b) —92°(z® +5)* 2p = R*.

c) 4(2z +2)(z” +22)° Zp = R. d) -30(1 - 3z)" 2p = R.
e) \#%:R. f) ﬁ%’:]&
g) ;jﬁ Dy =R h) 2%‘13 Pp =R

) 1(=2) 70 =R ) we (552) 720 =R
k) 7=2V1+ Ve 7p =RL 1) —% Dy =12, + oo[.
m)3e*". n) " Dy =R.

0) —w%e% Dp=R". D) 2‘15 2 =R

IV Etudier les variations d’une fonction.

-12-
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V Formulaire.

flx) = 3 x 2’ z° z* z"
f'(z) = 0 1 2x 327 42° na ™t
T € R R R R R R
1 1 1 .
flz) = T 2 " z vz
1 2 n —n—1 1
f(w) = 2 3 Tl —nr 5 =

T € R* R* R* R* R
flz)=1|¢" In(z) cos(z) sin(z) tan(z) tan(x)
1 _ T 1 o . 1 2
flx)=]e z sin(x) cos(x) o (1) 1+tan”(x)
re |R| R R R sl | sl

SRS
s}
o
[

Forme de f U

! 1
1 1 ] uUuv—uv 1 1
Forme de f uv+uv — gofxf

-13-
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