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I Analyse.

2
Soient f : x + (22 +3)e” une fonction et ¢y sa courbe représentative.

On définit également les fonctions g et h sur 0, + oo[ par

g(x)=ln(x;1)—xil et h(x)=xln<x;1).

1. Etude de la fonction f.

(a)

(b)

()

Calculez 'image de 0 par f.
F£0)=(2%x0+3)" =3.

Sans justification : donnez le domaine de définition de f, dites si f est
paire ou impaire ou périodique.

2y = R.
f n’est ni pair, ni impaire, ni périodique.

Expliquez briévement pourquoi la fonction f est continue et ce que cela
signifie pour sa représentation graphique 4.

f est construite par composition et produit de fonctions continues donc
est continue.

La continuité de f signifie que sa courbe représentative est formée d’une
seule ligne (d’un seul tenant).

Déterminez les éventuelles limites de f en +00 puis —oo en expliquant.

2 2
20 =3 ~ 2xdonc f(z) ~ 2xe”.Or par composition e* —
xr—1+00 r—100 x—+00
+00 donc, par produit

flx) o, tooet flx) -~

Justifiez que f est dérivable, calculez sa dérivée f' puis montrez que

F(2) = (42 + 62 +2) "
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2
x — e” est une composée de fonctions dérivables sur R donc est déri-

vable sur R.
Ainsi f est un produit de fonctions dérivables donc

f est dérivable sur R.

Soit z € R.

f'(z) = 2" + (22 +3) % 2zex’

z? 2 2?
=2¢ + (42" + 6x)e”

2
En factorisant par e” nous obtenons enfin

Vz eR, f'(z) = (42° + 6z + 2)61‘2.

(f) Résolvez équation 42” + 6z + 2 = 0 dans R.

427 +62+2=0=22" +3z+1=0.
—1 est racine évidente donc la seconde racine est —%.

L’ensemble des solutions de I’équation est .| = {{—1; —%}

(g) Grace a la question précédente recopiez puis complétez le tableau de
signe suivant.

x -0 -1 ? +00

42° + 62 + 2 2 0 7?2 7 2

Rappelons la formulette : le trinéme est du signe de son coefficient do-
minant sauf entre ses éventuelles racines.

x —00 -1 -5 +00

42 + 62 + 2 + 0 - 0 +
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(h) Déduisez des questions précédentes le tableau de signe de f' et de va-
riation de f.

2

Puisque ¢” > 0 pour tout € R, f'(z) est du signe de 42° + 6z + 2.

x —00 -1 —% +00
1 + 0 - 0 +

2 \ +00
! —00 / 2ei -

(i) Justifiez que ¢y admet une tangente, 7', au point d’abscisse 0, puis
donnez-en une équation.

f est dérivable en 0 donc f admet une tangente en 0.
De plus une équation de cette tangente est

y = £(0)x (x—0)+ £(0).
Or f'(0) = 2 et £(0) = 3 donc

T: y=2z+3.

(j) On admet que e = 2,7 et 2t » 2,5.

Recopiez le repére ci-dessous puis dessinez la courbe représentative de f
en faisant bien apparaitre les informations obtenues aux questions précé-
dentes. Vous penserez notamment & indiquer les tangentes horizontales.

Y
4
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2. Etude de la fonction g.

(a) Déterminer la fonction dérivée de la fonction g et étudier le sens de

variation de g.

* "‘:1 > 0 sur ]0; +oo[ donc, en composant, x — In ( 1”) est dérivable

sur ]0; 4+o0o[.
x+1>0sur ]0;+oo[ donc x - —T— est dérivable sur ]0; +oo[.

Finalement, par somme, ¢ est dérivable sur ]0; +oo[.

* Soit z € R}.

Ixz—(z+1)x1
'(x) 2 -1
g ztl (z+1)2

x

_—1>< T + 1
T2 T+l (p41)2

. o 1
YV e IR+7 g (T) T .L+1) + (1+x)%"

* Soit z € R}.

oy 1x(x + 1) 1xz
9(@) = Cx(z+)x(r+ 1) (x4 1)2xx
-1
- z(x +1)2

4
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Ainsi g' < 0 donc

g est strictement décroissante.

(b) Déterminez les éventuelles limites de g en 0 et en +o00.

* ztl 1 donc

T r—+00

g(z) — 0.
T—+00
x x+l sy x+1
~—— — +o00 donc, par composition, In ( = ) — +o00.
T 50 z x—0
x>0 >0
Or ——— ~ —1 donc
z+1l 40
x>0

g(z) — +o00.
z—0
x>0

(c) Dressez le tableau de variation de la fonction g et déduisez-en le signe
de g.

Donc g > 0.
3. Etude de la fonction h.

(a) Calculez k' sur 10, + oof.
h est un produit de fonctions dérivables sur R} donc est dérivable sur
*
RS .
Soit = € R}.

h’(x)=1x1n(“1) ~1

+x
z z(z +1)

-5-
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B = g.

(b) Déterminez les éventuelles limites de i en 0 et +00.

In(1+1
Vous pouvez remarquer que h(:c) = w

x

x l+y 1 et In(1+z)
Y y—)()+ x
comparaison

— 1, donc par composition des limites et

r—

h(z) — 1

Tr—+00

* h(z) = xIn(1+2) — xIn(z). Par croissance comparée : x In(z) . 0

donc

h(xz) — 0.

-0

(c) Dressez le tableau de variation de h.

(d) h est-elle dérivable a droite en 07 La courbe représentative %3, de h,
admet-t-elle une tangente en 07

Soit > 0.

7,(0,2) = —h(x; : (f)L(O)

1
()

-6-
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In (ﬁ) — +00.
€z x—0
x>0
Donc

h n’est pas dérivable & droite en 0 mais %), admet une
demi-tangente verticale vers le haut en 0.

k3% Xk
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II Algébre linéaire.

4. Des questions techniques indépendantes les unes des autres.

(a) Effectuez le produit matriciel AB avec
-1 2 3 -4
(32w sef 7).

-1 4
a3
(b) Effectuez le produit matriciel DC' avec
1 -2
C=|0 2 et D=(2 3 1).
1 1
DC = (3 3).

(¢) Résolvez le systéme en 1’échelonnant (donnez ’ensemble des solutions)

g - 201 — 3x9 = 3
L X1 + bxy = 8
L2 g L1
X1 + bzy = 8
2$1 - 3$2 = 3
LQ — L2 - Ll'
xry + 53}2 = 8
- 132z, = -13

Puis par substitution :
o —13zy =-13 = 29 =1.

e 11 +HX1=8e=x=3

L’ensemble des solutions est . = {(3;1)}.



http://unemainlavelautre.net/

Devoir surveillé du 11/05/2023.

(d) Résolvez le systéme en ’échelonnant (donnez I’ensemble des solutions)

-x1 + X9 - 2x3 = =3
SQ : T + 225 + 223 = -3
2[171 - To + I3 = 7

L2<—L2+L1 etL3<—L3+2L1.

-ry + To - 2.T3 = -3
3I2 = -6
T - 3(L’3 = 1
L3 — —3L3 + LQ.
-x; + Ty — 23 = =3
3562 = -6
9%3 = -9

Puis par substitution

® I3 = —1.
® Ty = -2.
® T = 3.

L’ensemble des solutions est . = {(3;-2; —1)}.

(e) Vers quelle matrice la suite de matrices (A,,) converge-t-elle si, pour
tout n entier naturel non nul

1 In(n)
n+1 n

! n+1 n
m+2 °

Les réponses partielles seront valorisées.

. . In(n)
Par croissances comparées —~ — (.
n n—o+4o00

n+1 1 n+1 1
~ = 5 2
2n+2 pto00 2 donc 2n+2 potoo 2

. . -n
Par croissances comparees : ne — 0.
n—+00

-9-
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0 O
(A,)nen+ converge vers (1/2 0).

Fin des questions techniques début du probléme.

Dans la suite on considére les deux sous-ensembles F; et F5 de R? définis par :

L
F1= To ER?) T +axy—23=0et xy —29—23=0
L3
et
T
Fy={|azs|€R’ | 2y + 25— 225=0
T3
2
Ezemple : | 1| n’appartient pas F; car2+1—-3=0mais2-1-3 # 0.
3
2
0| appartient & F5 car2+0—-2x1=0.
1

5. Eléments de F, et F,.

1 1 2
Parmi les vecteurs uy = | 1|, ug =| 1| et uz =|0 |, lesquels appartiennent &
2 1 2
Fl 7eta F2 ?
uy € Fy, uy € Fy, ug € F.
uy € Fy, ug € Iy, uz € Fy.
6. Structure vectorielle Fj.
T n
(a) Soient x = |xo | et y = | y2 | des vecteurs appartenant a Fy, et A un
T3 Ys

nombre réel.
Montrez que Ax + y appartient & Fs.

Az1 + Y1
Ar+y=|Aro +ys |
ATz + Y3

-10-
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Or
(Azy + 1) + Az + 1) — 2 (Axg + y3)
= X(wy + 22 = 223) + (y1 + Y2 — 2y3)
=AxX0+0
=0
donc
Ar +y € Fy.

(b) A TI'aide notamment de la question précédente, justifiez que F, est un
sous-espace vectoriel de R® .

(i) D’apres la question précédente F, est stable par combinaisons li-
néaires.

(i) 0 € F, : 0+0-2%x0=0.
(iii) F, c R®.

. 3
F5 est un sous-espace vectoriel de R”.

7. Structure vectorielle de F;.

11 -1 1
On note N = (1 _1 _1) une matrice et X = | x5 | un vecteur.
T3

(a) Calculez le vecteur obtenu par le produit NX.
Le résultat sera donné en fonction de x1, xo et xs.

Ty — Xy — T3

NX = (iL'l + 9 —ZL’;})

(b) Justifiez que F} est le noyau de I'application linéaire associée a la matrice
N.

Le noyau de 'application linéaire associée & N est formé des vecteurs X
tels que NX = 0.

-11-
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+ _ =
Autrement dit : X € ker(N) < { 1 2 3 0 .
ry — Ty — T3 = 0
Autrement dit : X € ker(V) si et seulement si x; + 29— 23 =0 et x7 —
Lo — T3 = 0.

Donc :

X €ker(N) = X € I.

(c) F; est-il un sous-espace vectoriel ? Justifiez trés briévement.

Puisque F} est le noyau d’une application linéaire

F| est un sous-espace vectoriel.

8. Description détaillée de F;.
Vous pourrez admettre sans justification que résoudre NX = 0 revient &
résoudre le systéme

ry + X9 — X
53 . 3
ry — T — T3

I
jen i an]

(a) Résolvez le systéme S3 en ’échelonnant. Vous préciserez ’ensemble des
solutions sous forme d’un ensemble de vecteurs ou par une représentation

paramétrique.
L1 — Ll - L2
T + To - X3 = 0
2.’E2 = 0
Puis par substitution
® Ty = 0.
® 1 =X3.
t
Donc les vecteurs de F} sont de la forme | O | avec t € R.
t
Autrement dit une représentation paramétrique est :
T = t
To = 0
T3 = t

-12-
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Déduisez-en que F; est une droite vectorielle dont vous préciserez un
vecteur directeur.
Rappel : n’importe quel vecteur non nul d’une droite vectoriel en est un
vecteur directeur.

1
F est ’ensemble des vecteurs de la forme ¢| 0 | autrement dit F; est la
1
1
droite vectorielle dont | O | est un vecteur directeur.
1

9. Etude de F, et F,.

1 1 -1

Onnote P=|1 -1 -1/|.

(a)

()

1 1 =2
Si le vecteur X vérifie PX = 0, le vecteur X appartient-il & F; 7 & F5 7

Avec les deux premiéres lignes de la matrice nous retrouvons la question
8 et donc X € Fj.
Avec la derniére ligne de la matrice on voit que X € F.

Résolvez le systéme

ry + Xy - T3 = 0
Syt {4y — x9y — x3 = 0
1 + X9 - 21‘3 = 0

Ll(—Ll_LQQtL3(—L1_L3

Tq + ) - I3 = 0
2$2 = 0
35E3 = 0
Par substitution
® T3 = 0.
® Ty = 0.
[ ) Q’;l = 0

Déduisez-en F| N F5.

Fy,n F, = {0}.

K3k %

-13-
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IIT Probabilité.
10. Des questions techniques indépendantes les unes des autres.
(a) SiP(A) =0,5et P(B)=0,3et P(AN B) =0,2 calculez

i. P(B),

P(B)=1-P(B)
=1-03
=0,7

ii. P(A|B),

P(Bn A)
P(A)

0,2

05

P(B|A)

iii. P(AU B).

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
=0,5+03-02
= 0,6

(b) Avec un diagramme de Venn (diagramme patates) illustrez ce qu’est
I’ensemble A N B.

(1
B nsin { =
(c) Etudiez la nature de la série Z J

3"L

nz0

1 : 1 1

= — Odoncsm(—) ~ =

 n—+00 n/ notoo M
. (1
nsim| —

D’ou 3() ~ :%
n—+00

-14-
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L. 1 , . 4 P . 1
La série Z 37 est une série geometrlque de raison 3 E] - 1; 1[ donc est

convergente.
Par conséquent

n sin( = )
Y 50 s est convergente.

Fin des questions techniques début du probléme.
Dans la suite du probléme on considére une urne contenant 2 boules noires, 1

boule verte et 1 boule rouge.

11. Deux tirages sans remise.
Dans cette question on tire successivement deux boules de I'urne sans les
remettre dans 'urne.

(a) Recopiez et complétez sur votre copie 'arbre pondéré dessiné ci-dessous.

/1/3/

N,

N- R
1 1/3 2
?
2/4 Va
2/3 N,
Ry
1/4 v,
?

Vi

I
e —
/—/?//N2
e

Ry
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/1//3/

N, R,
&
1/3

2/3 N,
Ri—
1/4 T v,

1/3

N,

2/4 Va

1/4
/ 2/3 N,

v——
—_

1/3

(b) Déterminez la probabilité d’obtenir deux boules vertes.

Il n’y a pas de chemin avec deux V. C’est un événement impossible.

La probabilité d’obtenir deux boules vertes est nulle.

¢) Donnez la probablhté d’obtenir une boule noire au second tirage sachant
g
qu’on a obtenu une boule rouge au premier tirage.

Calculons P(Ny|Ry).

Par lecture sur 'arbre

P(Ny|Ry) = 2.

(d) On note C ’événement « obtenir 2 boules noires ».
Calculez P(C).

Calculons P(N; N Ny).
Formule ds probabilités composées :

P(N1 N Ny) = P(Ny) X P(N|Ny)

X

[ SN )
Wl

-16-
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(e) Calculez la probabilité d’obtenir une boule noire au second tirage.

Formule des probabilités totales :

]P)(NQ) = I[D(Nl N NQ) +]P>(R1 N N2) +IP)V1 n NQ)
1 2 1 2
137173

><1+
3

N — N —

(f) On note X la variable aléatoire qui indique le nombre de boules noires
obtenues lors des deux tirages.

i. Donnez X (), le support de la variable aléatoire X.
X(Q)={0;1;2}

ii. Donnez la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

z; 0] 1]2
POC-e) (11711

12. n tirages avec remise.

On suppose maintenant qu’on tire successivement n (avec n € N*) boules de
I'urne en remettant & chaque fois la boule dans 1'urne.

Les tirages sont supposés indépendants les uns des autres et les probabilités
d’obtenir une boule ne sont pas modifiées a chaque tirage.

On note V; I’événement « obtenir une boule verte au i-iéme tirage ».
(a) Interprétez par une phrase en francais les événements :

LVinVon...V,,
Les n boules tirées sont vertes.
ii. ViuVou.--uV,.

Au moins une des boules tirées est verte.

-17-
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1
(b) Démontrez que P(VinVon---nV,) = ik

Formule des probabilités composées :

P(VinVon---nV,)=P(Vi) XP(Valvy) X -« - XP(V,[VinVon---nV,_4)
11 1

=Z>(Z)(...><Z

1 n
9
(¢) On note Y la variable aléatoire qui aux n tirages associe le rang de la
premiére boule verte obtenue ou 0 si la boule verte n’est pas obtenue.

i. Donnez le support (univers-image) de Y.
Y(Q) = [0;n].
ii. Calculez P(Y = 0).
Formule des probabilités composées : P(Y = 0) = (i)n
iii. Calculez, pour tout k € [1,n], P(Y = k).
Lo

POy = k)= (2)7 x L.

iv. Vérifiez que les (k,P(Y = k)), pour k € [0,n], forment bien une loi
(ou distribution) de probabilité de variable aléatoire.

Les P(Y = k) sont bien positifs et

iP(Y=k)=P(Y=O)+iIP(Y=k)
k=0

(0
J 32 ()
)’ -3

X
|

K3k %

wl»—l

x—1_§ -
4

W
W —

3
4
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