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Exercice 1. 2 points
a) A=14. b) B = 55. ) C = 16. d) D =5.
e) E=18. f) F=1 g) G=1 h) H =2
i) =22 N J=2 k) K = 25. 1) L=108.
kskskoskk
Exercice 2. 2 points
L) A = 22, b) B(x) = 2. ¢) C(z) = 2.
d) D(z) = 2. ¢) B(z) = LS ) p(a) = 222,
2. a) M(z)=-3bz+14. b) N(z) = 9z — 12.
¢) P(x) = 62" + 9z — 42. d) Q(z) = 162” + 24z + 9.
e) R(z) = —52° + 10z + 15 f) S(z) = 182° + 212° + 8z + 1.
skoskoskoskosk
Exercice 3. 2 points
a) {2}. b) {2} ¢) {1;-2}.
d) {-1}. e) {0;4}. f) @.
kskskskk
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Exercice 4. 3 points

Une urne contient 4 jetons : deux jaunes, un rose et un violet.
On tire au hasard un jeton de 'urne puis un second sans remettre le premier.
On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

1. Représenter cette situation par un arbre.
2. Combien y-a-t-il de tirages possibles ?

3. On considére les événements :
— R : « Le 1°F jeton tiré est rose » ;
— J : « Le 2¢ jeton tiré est jaune ».

(a) Déterminer P(R) et P(J).

(b) Traduire par une phrase RN J.
Calculer P(R N J).

(c¢) Calculer P(RU J).
4. On considére I’événement : N :« Aucun jeton tiré n’est jaune ».
(a) Calculer P(NV).
(b) Exprimer N par une phrase.
(¢) Calculer P (N)

1. La modélisation la plus simple (car utilisant I’équiprobabilité) nécessite de
distinguer les deux jetons jaunes : J1 et J2.
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2. D’aprés Parbre précédent : Q] = 12.

3.

Il y a 12 tirages possibles.

(a) Calculons P(R).

~—

R ={RJ1,RJ2,RV}.
Il y a équiprobabilité, R est réalisé par 3 issues et I'univers contient 12

issues donc : P(R) = 1—32

P(R) = 1.

Calculons P(.J).

J ={J1J2,J2J1,RJ1,RJ2,V J1,V J2}.
Il'y a équiprobabilité, J est réalisé par 6 issues et 'univers contient 12
issues donc : P(J) = %.

P(J) = 1.

RnJ:«le premier jeton est rose et le second est jaune ».

Calculons P(R n J).

RnJ={RJ1,RJ2}.
Ilya equ1probab1hte R N J est réalisé par 2 issues et I'univers contient
12 issues donc : P(RN J) = 32

P(RNJ) =1

Calculons P(R U J).

Ici peu importe la loi de probabilité nous allons utiliser une formule qui
fonctionne pour toutes les lois de probabilités.

P(RUJ)=P(R)+P(J)-=P(RnJ)
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P(RUJ) = L.

(a) Calculons P(N).

N = {VR,RV}.
Il y a équiprobabilité, N est réalisé par 2 issues et 'univers contient 12
issues donc : P(N) = 1—22

P(N) = ¢.

N :

« au moins un jeton est jaune ».

(c¢) Calculons P(N).

Ici peu importe la loi de probabilité nous allons utiliser une formule qui
fonctionne pour toutes les lois de probabilités.

P(N) =1-P(N)
1

:1_6

P(N)
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Exercice 5.

1. Pour tout z € R,

*kokkokk

2
f’(;v)=§><3x2—2><x+4><1+0

=2x2—2x+4

4
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2. f’ est une fonction polynomiale de degré deux dont le discriminant est (—2)2 -
4x2x4=-12 < 0. Par conséquent f' n’admet pas de zéro et f' est du signe
de son coefficient dominant, 2.

f' est strictement positive.

3. f(z)=22" -2 +42+1 ~ 22° donc
3 r— 100 3

f(x) oo, tooet f(z) il

——00

+ 00

Kok kokk

Exercice 6. 4 points

1. Il y équiprobabilité entre les 17 + 3 = 20 boules de U;.
A, est réalisé si la boule tirée dans U, est blanche donc A, est réalisé par 17
boules sur un total de 20 et il y a équiprobabilité donc py = P(A45) = ;—g.

2. D’apres la formule des probabilités totales

17 1
Pn+1 = %pn + %(1 _pn)

16 1
20P» * 30

8
5P + 0,05

_ 4 17 _ 17 _ 68 —
3. Pa—gxﬁ+0a05—2_5+0’05—1_m+0’05_0’73'
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4. (a) pp =1>0,25.

Pn+1 = 0,8p, + 0,05
> 0,8 x 0,25 + 0,05
> 0,2+ 0,05
> 0,25

(b) Par récurrence.
pr=1>3=p,
La fonction affine f : z ~ 0,8z + 0,05 est strictement croissante car
0,8 > 0. On en déduit, a partir de I’hypothése de récurrence que

f(pn+1) > f(pn)
Autrement dit p,4o > Prs1-
(¢) Décroissante et minorée donc convergente.

(d) f étant continue on peut passer & la limite dans p,+; = f(p,) et donc
¢ = f(£). Autrement dit £ = 0,8¢ + 0,05

Donc ¢ = 0,25.
skskskoskk
Exercice 7. 5 points
1. Sans difficulté
flz) — +oo0.
T—+00
Par croissance comparée :
flz) — 0.

2. Déterminons f g

f est un produit de fonctions dérivables donc est dérivable sur R.
Soit = € R.

-6-
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f'(:c) =1xe" + (z+1)e"

Vz €R, f'(z)(z + 2)e".

3. " > 0 pour tout = € R donc f'() est du signe de = + 2

X —00 —2 + 00
r 0+
0 +00
f /
-1

4. (a)
gm(@)=0=2+1-me" =0
= r+1=me”
= (z+1)e" =m
VI E R’ g’n’L(I) = 0 A ~f(x) =m.
m —e_l 0 + 00
Points d’intersection 1 2 2
(b)
5. gm(z) = (x+1) = —me™ ",
m 0 +00
- gn(r) - (z+1) + 0 -

C,, est au-dessus de D sur R_ et au-dessous sur R,.

Kk koK k
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Exercice 8. 5 points
4
1. (a) uy = g.
2 i
Ug = e - -
8 13
(b) Upay — 1= Up+2 _ 2up+l _ —un,+l

2up+1  2up+1l  2u,+1°

(c) ug—1=1>0et (-1)"=1>0.
Nous pourrions travailler par disjonction des cas suivant que n est pair
ou impair.
Supposons (u, —1) x (=1)" > 0.

1 —u,+1 1 Uy —1
(un+1 - 1) X (_1)n+ = 2“71:1 (_1)n+ = 2un+1(_1)n_
u, > 0 donc 2u, +1 > 0 et par hypothése de récurrence (u,, —1)x(-1)" >

0 dott (upq — 1) % (=1)"*' > 0.

Up+1 — 1
Up+1 T+ 1
Uy +2 -1
2u,+1
Uy +2
2u, +1
Uy +2—2U, =1
2u,+1
Up+2+2u, +1
2u,+1
—u, +1
3u,, +3

Un+1 =

+1

(b) D’apres la question précédente v, = —%vn,
up—1 _ 1
ug+l ~ 3"

VneN, v, = % X (—%)n

Vo =

_ brax(-3) _lel-1
(c) u, = i) e Lcar -3 €] - 1;1[.

*okkokk
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Exercice 9. 5 points
1. 4% (-3)—-2%x(-6) =0.

2. Tout vecteur colinéaire & v convient.
1
[2)

3.det(vw)—| =-3%x2-(-6)x1=0

-3
6 2
4. FCR’et F # 2.
Soient a € R, g et h des vecteurs pris dans F'.
- T agy + hl
ag+h—(agl+h )

Or 4 x (a91 +hy)=2X (g +hy) = aldg, —2g2) + (4hy —2hy) = a0 +0 = 0.
Donc ag + heF.
Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de R

5. 4%x2-2x1=6%+0doncr ¢ F.

6. F est un sous-espace vectoriel de ]R2, F # @ et F # R” donc F est une droite

vectorielle.
7. 4 € F donc F : { ;v6=t—3t ,teR.
*okkkk
Exercice 10. 4 points
On démontre par récurrence sur k que : Yk € [1,n], P(By|Br_1) = %

en raisonnant sur un embranchement.
Formule des probabilité composées.

(k—=1)a+b
P(A,) = Hk 1 (k- 1)a:2b

Reste a décaler les indices.

*kokkokk
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Exercice 11. 4 points

a) In(n) = o(n)doncn+3In(n) ~ n.
n—+00 n—+oo
Ainsi u,, ~ ne "e.
n—+00

Par croissance comparée ne =~ — 0.
n—+00

lim,, 4 0o U,, = 0.

b) m(n® +1) =2In(n) + ln(l #)

+
1 1 1
Orln(1+?) — —Zetﬁ

n—+oo 1

o(In(n)) donc In(n® +1) ~ 2In(n).

n—+00 n—+00

P 21 . .
Ainsi Up M Et par croissance comparee :
n—+00 n

u, — 0.
n—+00

c) \/n2+n+1:n\/1+%+% ~ nxl.

n" n—+4o00

De méme vsnz—n+1=n2/3\3/1_%+# ~ n?Px.
n

—+400
. 1-2/3
Par quotient u,, ~ n /3,
n—+00
u, —> +00.
n—+00
1
d)e" = on!)et2" = o(3")doncu, ~ Z.
n—+00 n—+00 n—+oo 3

Puisque 3" = o(n!)
n—+00

U, —> +00.
n—+00

*okkokk
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Exercice 12. 3 points

I 4 .

1. f(z)=52"+n>0saufsin=0et z=0.
Donc f strictement croissante et monotone, donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires il existe un unique zéro pour f.

2. ug =1.Siu; >1 alors ui’ +u; —1 > 0 ce qui est impossible donc u; < 1 = ug.
f(0) = =1 < 0. Donc u,, > 0.
jﬁ+1(un) = Uy Z 0 donc Up+1 S Up-

3. Minorée par 0 et décroissante donc convergente.

%ui + U, — + = 0 en passant a la limite : £ = 0.

n

Kok kokk
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