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Probléme 0.

1. a)
2 (x+ 1z
H(Z)—E-F 7
24+ (z+ 1)
- T
b)
4
H(ZL) =3IL’X—2
T
_12:c
=
2 a)

Plx)=3[2zxx+2x X (-3)+1xz+1x(-3)]
=3[22° - 6z + 2 — 3]
= 3[22° — 5z — 3]
=3%x22° +3 % (=5)z +3x(=3)
= 62" — 150 — 9
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Q(z) =8[(3z)* + 2 x 3z x 2 + 2°]
= 8[92° + 122 + 4]
=8x 97  +8x 120 +8 x4

= 722° + 96 + 32

R(z)=Qz+1)(z-2)+(z-2)(x—2)
=[x +1)+ (z—-2)](2x—-2)
=[22+1+2-2](x—-2)
=[3z-1](z-2)

S(x)

(§)2+2x§x3+32

1 2
(§$ + 3)
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Fi e -3x+7=0
S -3z+T7-T=4-7

= —3r=-3

s _ =3
-3 =3
=r=1
7 ={1}.

FEFye=x-5=0 ou 6-2z=0
=r—-5+5=04+5 ou 6-2x-6=0-6

=xr=5 ou —-2xr=-6

PN -2z -6

xr = ou _—2—_—2
= o= ou x=3
7 = {5;3}.
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4 + 2
5
=4r+2=0

=4dr+2-2=0-2

By & X5=0x5

= dr = -2
495_—2
T T
1
C)x:—i
=44

On reconnait une équation polynomiale de degré deux dont le discrimi-
nant est A = 3% —4x 1 x (—4) = 25.

Puisque A > 0, (F,4) admet deux solutions réelles distinctes : %ﬁ =1
ot =2V = 4
2x1 :

= {1;-4}.

(a) un=u0><qn=12x(%) =%.
(b) vy=vi+(n—1)r=2+(n—-1)x5=>5n-3.

(¢) x — 4x — 1 est continue donc, en passant & la limite dans la relation de
récurrence proposée : £ = 4¢ — 1.
Cette équation équivaut successivement a :

(—A0=40-1-4

-30=-1
3 -1
-3 3

4
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. . . - 1
Si la suite converge c’est nécessairement vers 3

En +00 comme en —o0 il y a des formes indéterminées. f étant poly-
nomiale pour lever cette indétermination il suffit de travailler avec des
équivalents.

flx) ~ %xg en +00 et en —oo donc limy e f = lim, 400 %xg.

lim_q f = =00 et lim,q [ = +00.

f est polynomiale donc dérivable sur R et,

pour tout z réel : f'(z) = 22° + 2z — 1.

22% + 22 — 1 est un trinéme du second degré dont le discriminant est
A=2"—4x2x(-1)=12.
A > 0 donc le trinome admet deux racines réelles distinctes : x; =

—2-V/12 _ -1-V3 -1+V3
2 2 .

%3 = et 9 =

Une fonction polynomiale de degré deux est du signe de son coefficient
dominant sauf entre ses éventuelles racines donc, d’aprés la question
précédentes, et puisque a =2 >0 :

x —00 T T +00

f £ 0 - 0 o+

Du précédent tableau de signe nous déduisons :

x —00 T To +00
f(z1) +00
f 7 ~ e
—00 f(x2)
$okokokokokokok
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Probléme 1.
Partie I. Etude de la fonction f

1. f est définie si et seulement si z + 2 car la fonction In est définie sur R}.
Orz+2>0=x>-2o1€]-2,+00[.

Qf =:|—2,+OO[.

2. (a) f, comme x +2 >0 sur | — 2, + oo[, par composition puis par produit
f est dérivable sur | — 2, 4+ oo[ et, pour tout x €] — 2, + oo :

f(z)=In(z +2) +z

T+ 2

Vo E] -2, + 00[7 f'(x) = III(CU-I- 2) + =

+2"

f' est dérivable par composition et par quotient (de dénominateur ne
s’annulant pas) sur | — 2, + oo[ et pour tout z €] — 2, + oo :

n 1 r+2—=x
P =353 oy
T+ 2 2

@+2?2  (z+2)7

Va E] - 27 + 00[7 f”(l') = (;:;)z

(b) * 25~ 1et limy e In(x +2) = +00 done

limy 00 f(2) = +00.

* limz—-2 In(z + 2) = —oc0.
3 z>-2
Etudions —= au voisinage de —2.
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lim,,_s 2 = =2 et limz—-22+2 = 0" donc par quotient limz—-2 % =
>-2 r>—9 T2
—00.
Finalement
. ]
limz—-2 f'(x) = —oo0.
r>—2

(c) D’apres ce qui précede :

x -2 +00

+00
i 7

— 00

(a) f' est continue sur ]—2, + oo[, strictement croissante, donc f' réalise une
bijection de ]—2,+0o[ sur f'(]—-2,+00[) = ]1i1’I1m—>—22 F(2), limy oy o0 f'(x)[ =
Tr>—
R.
Or0e f'(]-2,+oo[) donc

il existe un unique o €] — 2, + oo[ tel que f'() = 0.

(b) f' est strictement croissante et s’annule en o donc :

T -2 « +00

f -0+

(a) Sans difficulté :

lim, 10 f(2) = +00.

limx—>—22 In(x + 2) = —o0 donc, par produit :
xr>—

limg—-2 f(z) = +o00.
r>—2

-7-
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€ -2 « +00

+00 +00
f N 7
fla)

(b)

Partie II. Position de la courbe (Cy) par rapport a ses tangentes

1.
Ty: y=f(0)(z—0)+ f(0).

Ty: y=1In(2)x + 1.

2. (a) f étant dérivable sur ]—2,400[, d I’est aussi et, pour tout x €]—2,+ 0o[,
par linéarité de la dérivation :

d'(x) = f'(x) = [ (x0) + 0]

Va €] =2, +oof, d'(x) = f'(x) = f'(x)).

(b) Puisque f " est strictement croissante et méme par définition de la stricte
croissance si @ > xg alors f'(2) > f'(«). Autrement dit si z > « alors
d(z) = f'(x) = f'(w0) > 0.

A . !
De méme si x < xq alors d (x) < 0.

T -2 Lo +00
d -0 o+

+00 +00
N

3. D’aprés le précédent tableau de variation

(Cy) est au-dessus de T}, sur ] — 2, + oof.
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Partie III. Tracés dans le repére (O;Z,;) .
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~
8

(a) ]t \O 277

(b) Les xg pour lesquels la tangente passe par 'origine du repére vérifient :

0= f'(x0)(0 =) + f(z).

Autrement dit :

-11-
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x
0=—-x (%—_(:_2 + In(zg + 2)) + 1+ 29In(zg + 2)

+1

les xy cherchés sont & prendre dans {—1,2}.

-12-
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Probléme 2.
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(b) A =V,n V3 donc d’aprées la formule des probabilités composées, ou la
définition de la probabilité conditionnelle,

P(Vo N V3) = P(Vy) X P(V3| V)
=0,6% 0,6

P(A) = 0,36.

(¢c) B= V5 N V3 done d’apres la formule des probabilités composées :

P(V; nV3) = P(V2) x P(V5]V3)
=0,4%0,9

P(B) = 0,36.

(d) {V5,V5} est un systéme complet d’événements, donc d’apreés la formule
des probabilités totales :

P(V3) = P(Va n V3) + P(Vy N V3)
= P(Vo) X P(V3|Va) + P(Va) x P(V,|V3)
=0,6%x0,6+04x0,1

P(V3) = 0,4.

-15-
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(e) Par définition de la probabilité conditionnelle :

P(Von V-
Py, (Va) = —(;(Vg)?’)
_ P(V) X P(V3| V)
P(V3)
0,6 X 0,6
0,4

P(V,|V5) = 0,9.

P 04V,

P(S3) = P(Vi nVy N V3)
D’apres la formule des probabilités composées :

=P(V3|Vi N Vo) x P(Va| Vi) X P(V4)
—1%0,6%0,6

P(S5) = 0,6°.

(b) S, =VinVon---nV,.

(c) Soit n € N™.

-16-
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P(S,1) =P(VinVon---nV,)
=P(V1) X P(Va| Vi) X - - - X
PV |VinoVin---nV, ) xP(V, |VinVon---nV,_1)
=P(S,) XxP(V,[VinVon---nV,_1)

Or la probabilité qu’un sondage soit positif sachant que le précédent
I’est aussi est 0,6 donc :

P(Sn41) = 0,6 X P(S,)

Donc

(P(Sk))pen+ est une suite géomeétrique de terme initial
P(S,) =P(Vy) =1 et de raison ¢ = 0,6.

(d) Puisque ¢ €] — 1;1[, la suite géométrique

(P(S:)) converge vers 0.

4. (a) Soit n € N*.
D’aprés la formule des probabilités totales, {V,,,V,,} étant un systéme
complet d’événements :

P(Vs1) = P(V,) X P(Vys1 [V3) + P(V,,) X P(V,,41[V,)
=anO76+ (l_pn) Xoal
=0,5p, + 0,1

Vn € N*, p,i1 = 0,5p, +0,1.

(b) Soit k € N*.

U1 = Pre1 — 0,2

=0,5p, — 0,1
= 075(pk - 072)
= O,5’U/k

-17-
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Et Uy =p1 — 0,2 = 078

(u,,) est géométrique de terme initial u; = 0,8 et de raison
q1 = 075

(c) Soit n € N™.
Puisque (uy,) est géométrique de raison 0,5 et de terme initial u; = 0,8

w, = 0,8x 05"

VkeN* p,=08x%0,5""+02.

(d) Puisque ¢; = 0,5 €] - 1;1[, 0,8%x0,5"" — 0.

k—+o00
Enfin

Pr — 0,2.

k—+00

Lorsqu’on effectue un trés grand nombre de sondages la
probabilité qu'un sondage soit positif est proche de 0,2.

kokkokkokkok

Probléme 3.

T
i(2)-(%)
(o) (3)-(3)
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2. 0°+0°—=1#0donc0¢G.

. 2
(1 n’est pas un sous-espace vectoriel de R”,

3. (a) 2x1-2=0donc

u€ k.
(b) i

205 — y; = 2(axy + 22) — (Y1 + y2)
=a(zy —y1) + (222 — y2)
=ax0+0
=0

donc
SeE.

ii. £ C R2, u € E et, d’aprés la question précédente E est stable par
combinaisons linéaires donc

. 2
FE est un sous-espace vectoriel de R”.

(¢) i. Il suffit de trouver z et y tels que 2x — y # 0 en tatonnant.

Clairement

ii. F est un sous-espace vectoriel de R? qui n’est pas réduit a {0}
puisque 4 € E, et qui n’est pas R? puisque g ¢ F.
Par conséquent

E est une droite vectorielle de R?.

-10-
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iii. Puisque u € E et puisque E est une droite vectorielle : E = {tu|t €
R}.
Donc :

E: {,l'ft , teR.

Partie II. Dans R®.

1
1. Sit =1 alors on obtient le vecteur | 2 |.
0
1
2le E.
0

2. (a) 2z5—ys+42;=2%x2-0+4x%x(-1) =0 donc

ceF.

En procédant de méme :

f¢F, geF,LeF.

(b) Il y a clairement proportionnalité entre les coordonnées de g et h :
—7§ = h.

g et h sont colinéaires.

(c) En utilisant les deux premiéres coordonnées de € et g :
21
‘0 6
Nous en déduisons qu’il n’y a pas proportionnalité entre les coordonnées
de € et g donc

=2X6-1x0=12+0.

-20-
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€ et ¢ sont linéairement indépendants.

T Ho) Ty
. Soient A € R, | y1 | et | yo | des éléments de F. Démontrons que p = A| y1 |+
21 22 21
Za
Yo | appartient aussi a F'.
22
2:10;5 —yp+ 4213
=2(axy +2) — (2y1 + y2) + 4(221 + 22)
= a(21q — Y1 + 421) + (QJQ — Y2 + 422)
=ax0+0
=0
donc p € F.

FC R?’, ¢ € F et F est stable par combinaisons linéaires donc

. 3
F' est un sous-espace vectoriel de R”.

F+ R

(a) Soit b€ E'.
D’apreés la représentation paramétrique de E', il existe un nombre ty tel
t
que b = | 2t |.
0
Or

-21-
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2z — yp + 4z

=2X 15 —2t;+4%x0
= 2t; — 2t

=0

donc b € F.
Nous avons démontré que quelque soit b € E', b € F autrement dit :

E' cF.

(b) g € Fmais g # E' car z; # 0

!

E #F.

(c¢) De 5.(a) nous déduisons :

EnF=E.

(a) 2x1—(-18)+4x (-5) =0 donc

-

m € F.
2z +
— - _ Ty
(b) r€+yg=| 6y
-z +y

(¢) De la deuxiéme ligne on déduit y = —3 puis avec la troisiéme x = 2.

Reste a vérifier que (2, — 3) est bien solution du systéme en remplagant
dans chaque égalité, ce qui est immeédiat.

La seule solution du systéme est (2, — 3).

-29-


http://unemainlavelautre.net/

Devoir surveille CPGE B/L. 2023/01/31.

(d) D’aprés la question précédente :

7 = 26— 33,

Annexe.
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