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Début du sujet A noté sur 15.
Exercices 1 a 7

Exercice 1 : calcul numérique.
Partie A : calcul numérique.

1. Donnez le résultat sous forme d’une fraction irréductible. Aucune justification
n’est exigée.

3

15 29 5 2 4 8 :
3)7—7. b)§+7 C)§X7 d)¥
a) —2. b) %. c) % d) é.

2. Donnez le résultat sous la forme avb oil a et b sont des nombres entiers les
plus petits possibles : par exemple V68 = V22 x 17 = V22 x V17 = 2V/17.

Aucune justification n’est exigée.

a) V64. b) V72. ) V3 xV75. d) V12
a) 8. b) 6v2. c) 15. d) 2v3.

3. Ecrivez les expressions suivantes sous la forme a” ol @ et n sont des nombres
entiers. Aucune justification n’est exigée.

24 8
3 3 2 TTXT
a)A=5 X 57 X 5. b)B=T
4 -8
- 13" x 13
) C =177 x 177" dD=—>""
—4\3 -5
(1371)" x 13
a) A=5° b) B=17".
¢) C=17". d) D =13".
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Partie B : calcul littéral.

Dans cet partie aucune justification n’est exigée.

1. Développez les expressions suivantes.

a) M(z)=6(x +8). b) N(z) = =2(7z — 5).

¢) P(z) = (4z + 5)(2z — 4). d) Q(z) = (5z - 3)°.

e) R(z) = -3(x—4)(3z —1). f) S(z) = —(22 —1)(z + 3)°.

a) M(x) =6x + 48. b) N(z) = —14x + 10.

¢) P(z) = 8z" — 6z — 20. d) Q(z) = 252° — 30z + 9.

e) R(z) = —92° + 392 — 12. f) S(z) = —22° — 112" — 122 + 9

2. Factorisez les expressions suivantes.

a) T(z) = 22" +2° - 5a”. b) U(z) = 492° — 14z + 1.
) V(z) = 2* - 23. d) W(z) = (2 = 16) — (2 + 4).
a) T(z) = 2" (22° + 2° - 5). b) U(z) = (T2 — 1)

¢) V(z) = (z — v23)(x + v/23). d) W(x) = (x +4)(x - 5).

Partie C : résolution d’équations.

Résolvez les équations suivantes d’inconnue x.

a) 2z + 3 =4. b) (x —2)(3x —4) =0.
¢) 2° -2z =1 d)%:o.

les ensembles de solutions sont :

a) {1} b) {2.4}. ) {1,-1}. d) {0}.
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Partie D : étude du signe de fonctions.

Donnez sans aucune justification le tableau de signe des fonctions suivantes.

a) g1 x> . b) gotx - 22 —T.
=95
c) gs:x - (—z+1)(2z +4). d)g4:xl—>x+1.
a)
x — 00 0 + 00
91 - 0 +
b)
r —00 g +00
92 - 0 +
)
T —00 -2 1 +00
-r+1 + + 0 -
2¢ +4 - 0 + +
93 -0 + 0 -
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d)
x —00 -1 5 + 00
T =95 - - 0 +
x+1 -0 + +
94 + - 0 +

Exercice 2 : dérivées en vrac.

Déterminez les fonctions dérivées des fonctions suivantes, sans vous préoccuper
du domaine de dérivabilité, mais en justifiant si nécessaire.

Aucune présentation particuliére de la fonction dérivée n’est attendue.

a) f1:x - In(x). b)fz:xl—)4a:3—3x2+5x—1.

c) fsiaxe (3 —1)Vx. d)f4:m|—>x2+1.

e) f5 iz In(Va). f) f6le—>exp(it;).

a) fi(z)=1. b) fi(z) = 122° — 6z + 5.

¢) file) = 3yT + L2, Q) fi(w) = Slrtizexe

e) f5(x) = 5 £) fo(e) = ~ g op (25).

Exercice 3 : étude des variations d’une fonction.

Etudiez les variations de f : z + (x2 —3x —3)e” qui est définie et dérivable sur
fi(2) = (2* — 2 - 6)e”.
f'est dusignedeg:ml—»xQ—x—G.

Or 2 et —3 sont racines de la fonction polynomiale de degré deux g donc

4
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Début du sujet B noté sur 20.
Exercices 4 a 10.

Exercice 4.

Déterminez la limite des suites dont le terme général est donné ci-dessous.

2) A, = In(n). b) B, = n* Vi
L 3 2
nt3 n" —-n" +4

) Cn= d) Dy = S5 5
e nln’

e) En: n234. f) F’VI: 3n

g) Gn=\/n2+n+1—\/n2+n. h) Hn:Zﬁk

k=0

a) D’apreés le cours :

A, — +oo.
n—+0o

b) n® —s +ooet i — +0o par produit
n—+00 n—+00

B, — +oo.
n—+0o
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2 .
c) 143 — 3etn” — par quotient
n n—+00 n—+00

¢, — 0.

n
n—+0o

3 2 3
. n"—-—n"+4 _ 1 n” _ q: 1 _
d) lim,, 400 s = limy, 00 75 = limy 400 77 = 0 donc

Dy —
n—+0o

e) e > 1 donc par comparaison des suites géométriques et puissances

FE, — +o00.
n—+00

Mo, 400 puis par

f) Par comparaison des suites géométrique et puissance 3
n—+0oo

produit

F, — +o00.

n—+00

VnZ+n+1-(n+n)

V2 +n+1+vVn?2+n
1

VnZ+n+1+vVnZ2+n

\/n2+n+1—\/n2+n

Or V2 +n+1+Vn?2+n — 400 donc par passage a l'inverse
n—+00

G, — 0.

n—+00
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Or —1<%<1donc (%)n — 0.

n—+0o0o
Finalement

H, — +o00.
n—+00

Exercice 5.

Soit la suite (v, )ney définie par vy = 0 et pour tout entier naturel n supérieur
ou égale a 1,

1.

n
Up = Up-1 + on

Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale
al,

n+2
Un =2~ —5n—
Premiére étape choix de la phrase (qui dépend de n) & démontrer.
n+2

Notons P(n) la phrase v,, = 2— 7= ot n désigne un entier naturel supérieur

al.

Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tous les entiers naturels
n supérieurs a 1.

* Initialisation : il faut vérifier que la phrase P(1) est vraie. Autrement dit

il faut établir que v = 2 — % est vraie.
D’une part v; = vy + 2% = % et d’autre part 2 — % = % donc vy =2 — %

Ainsi P(1) est vraie.
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* Heérédité. Il faut établir que pour un rang particulier si P(n) est vraie alors
la phrase suivante P(n + 1) Pest aussi.
Soit n € N*.
Supposons P(n) vraie.
Démontrons qu’alors P(n + 1) est vraie.

D’aprés la formule de récurrence définissant la suite (v,,) :

n+1

Unt+l = Up + 2n+1

R . +2
Or, d’aprés la formule de récurrence, v,, = 2 — ”2—n donc

n+2 n+1

Un+1:2_2_n+2nT

En mettant au méme dénominateur :

2(n+2) n+1
2n+1 2n+1

n+1+2
- 2n+1

Un+1 = 2-

Nous obtenons bien P(n + 1).

* Nous avons démontré par récurrence que

VnEN*,vn=2—"2—J;2

. Déduisez-en que la suite (v,,) est majorée.
Démontrons que (v,,) est majorée.
Soit n = 1.

+2 +2
T;—n?Odoncvn=2—"2n = 2.

(v,,) est majorée par 2.
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(a) Montrez par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale
a2, n+2<2"

Démontrons par récurrence sur n = 2 que n + 2 < 2",
* 2

2+2<27,
*

2" =n+2
2" x22(n+2)x2
2" 2 on 44
zn+1+24+(n+1)

>n+1+2

* On a démontré par récurrence que

VneN,nz2=n+2<2".

(b) La suite (v,,) est-elle minorée ?
démontrons que (v,,) est minorée par 0.

Soit n = 2.
D’apres la question précédente

n+2<2"

De plus vg =0 et vy = % donc

(v,,) est minorée par 0.

-9-
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4. La suite (v,,) est-elle convergente 7

Démontrons que (v,,) est convergente.

* Soit n = 1.
n

Up = Up-1 = 57 2 0 donc (v, )n=1 est croissante.

* Comme de plus (v, ),»1 est majorée finalement

(v,) est convergente.

Exercice 6.
On considére les ensembles
F={ZeR"| 62 +32 =0}
et
G={ZeR| 6z +32+1=0}

en notant Z = (Zl)
22

, . 2
1. Démontrez que G n’est pas un sous -espace vectoriel de R”.
) . 2
Démontrons que G n’est pas un sous-espace vectoriel de R”,

Raisonnons par ’absurde : supposons G sous-ev. Alors 0 € G.
Or6x0+3x1+#0donc0¢ G ce qui est impossible.

. 2
G n’est pas un sous-espace vectoriel de R”.

2. Démontrez que F est un sous-espace vectoriel de R".

Démontrons que F' est un sous-espace vectoriel de R
. 2
(i) FcR".

(i) (8)6Fcar6x0+3><0=0.

-10-
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(iii) Solent a € R, z,y € F.

X 6%1 + 391 =0
Onadonc.{ 6oy + By = 0 °
_[ax1 + Yo
. x+y_(m_2+y2)

Vérifions que a -z +y € F.

abxqi + adzy + 6y1 + 3ys
a(6z + 3z5) + 6y; + 3ys

g

=0 =0

6 X (axq +y1) + 3(azy + o)

=0

donca-x+y€F.

D’aprés les trois points précédents

. 2
F' est un sous-espace vectoriel de R”.

3. Soit X = (_12) R®.

Montrez que X € F.
XeR?et 6x1+3x(-2)=0 donc

X eF.

4. Soit Y = G’) e R,

(a) Démontrez que Y ¢ F.

Y € R? mais 6 x 3+ 3 x 1 =21 %0 donc

Y ¢ F.

-11-
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(b) Calculez le vecteur 2X — 3Y.

v (-7
2X - 3Y = (_7>.

(c) Justifiez que trouver des réels a et b tels que aX + bY = 0 équivaut &
résoudre le systéme d’inconnues a et b suivant

a + 3 =0
(E)'{—2a + b =0

aX1l+bx3 0 a + 3b =0
a'X+b-Y—O=»(ax(_2)+bxl)_(0)m{ o

(d) Resolvez le systéme (FE).
Résolvons (F).
{ a + 3b =0

—2a + b =0

équivaut, successivement a

a + 3b =0
5b =0 L2<—L2+2L1

a + 3b =0
b =0 Ly« +Ly

a =0 Ll(—L1—3L2
b =0

Le systéme admet une unique solution (0,0).

(e) X et Y sont-ils colinéaires ?

Démontrons que X et Y ne sont pas colinéaires.

-12-
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* Premiére méthode : la seule combinaison linéaire nulle est celle dont
les coefficients sont nuls.
Nous avons démontré & la question précédente que pour a- X +b-Y =0
il faut que a = b = 0.
Autrement dit il est impossible de trouver A € R non nul et tel que
A X =Y ouX=)\Y.

X et Y ne sont pas colinéaires.

* Deuxiéme méthode : calcul du déterminant de deux vecteurs de R”.

det(X.Y) = |_12 ‘:’l
=1x1-(-2)x3

=7

det(X,Y) # 0 donc

X et Y ne sont pas colinéaires.

* Troisieme méthode : s’assurer qu’il n’y a pas de proportionnalité entre
les coordonnées de X et Y.

5. Démontrez que F' est une droite vectorielle de R2.
Démontrons que F' est une droite vectorielle de R

Au moins deux procédés :

— Montrer qu’il existe un vecteur non nul qui engendre F. Et puisque X €
F \ {0} il faudrait montrer que tous les éléments de F' peuvent s’écrire
t- X pourt € R.

— En utilisant le fait les seuls sous-espace vectoriel de R® sont {0}, R? et les
droites vectorielles.

D’aprés les questions précédentes, F' est un sous-espace vectoriel qui n’est

pas {0} (puisqu’il contient le vecteur non nul X) ni R? (puisqu’il ne contient

pas le vecteur Y) donc, forcément,

F est une droite vectorielle de R?.

-13-
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6. Déterminez une représentation paramétrique de F'.

Déterminons une représentation paramétrique de F.

1

D’apreés ce qui précede F{t- X |t € R} et X = (_2

) R? donc

] omy = t
F{ my -2t tER

Exercice 7.

Partie A : une équation.

Soit f la fonction définie sur [0, + oo[ par
flz)=1+In(1+ x).
On appelle € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; ;,5)

1. Calculez f(0).
f(0) =1+ 1In(1+0)

£(0) = 1.

2. Etudiez les variations de f sur [0; +oo[.

Etudions les variations de f sur [0; +oo][.

* Calcul de la dérivée.
In étant dérivable sur R}, f est sur [0; +0o[ en tant que fonction compo-
sée.
Pour tout = € R,

1
1+

fl(z) =

* Etude du signe de la dérivée et variations de la fonction.
. ] . .
Clairement f (z) > 0 sur R, et donc f est strictement croissante.

-14-
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* Limites aux bornes du domaine de définition.
Clairement, par composition, lim,_, e f(x) = +00.

f e

1

3. (a) En admettant que la courbe représentative & de f peut étre déduite
de celle de la fonction In par deux translations, I'une de vecteur —i
puis 'autre de vecteur j dessinez & main levée ’allure de la courbe
représentative de la fonction In puis celle de € sur 'annexe 1.

Y
i
|
/
/
/
/
Ql\
T, i N
o i

-15-
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(b) Dessinez sur 'annexe 1 la droite d’équation y = = également appelée
premiére bissectrice.

~.
Y
8

(c) D’apres le graphique combien de solutions ’équation f(z) = z semble-
t-elle admettre dans [0, + oof.

Nous admettons que 1’équation f(x) = 2z admet au moins une
solution notée a et que «a € [1;3].

d’aprés le graphique il semble que

I’équation f(z) = z admet une unique solution dans
[0; +00][.

-16-
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Partie B : approcher a.
On définit une suite (u,),en par : ug = 1 et, pour tout n € N, w1 = f(u,),
ou f(z)=1+In(1l+z).

1. On souhaite justifier que la suite (u,, ) est bien définie. Pour cela il faut établir
que [0, + oo est stable par f.
Démontrez que si x € [0, + oo[ alors f(x) € [0, + oo[.
Démontrons implication : si x € [0, + oo[ alors f(z) € [0, + oo[.
Soit x = 0.

Puisque f est croissante sur [0, + oo[

Or f(0) =1 donc
flxy=1=0.

Nous avons démontré que [0, + oo[ est stable par f.

2. Démontrez par récurrence, que (u,, )nen €St croissante.
Démontrons par récurrence que u,.1 = u,, pour tout n € N.
¥ug=1let f(ug) = f(1) =1+ 1In(2) =1 car In(2) > 0.

* Soit n € N. Supposons 41 = U,-
f est croissante sur [0; +oo[ (et, pour tout k € N, u;, = 0) donc

f(un+1) Z f(un)

Up+2 Z Up+1

* On a démontré par récurrence que

(u,) est croissante.

-17-
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3. Démontrez que (u, )nen est minorée par 1.

Par une récurrence immeédiate (u,,),ey est croissante donc minorée par ug =
1:

(up ) nen est minorée par 1.

4. Démontrez que, pour tout z € [1, + oo, 0 < f'(z) < %
Démontrons 'encadrement proposé.

Pour démontrer cet encadrement nous allons établir chaque inégalité séparé-
ment.

* Nous avions déja remarqué que f' > 0 donc a fortiori f' = 0.
* Soit x = 1.

Donc

1+x=22

. 1 A .
Et puisque z = - est décroissante sur Ry :

1
1+

<

NO| =

Vo e[1,+o00[,0s f(z) < %

5. D’aprés l'inégalité des accroissements finis (que nous n’avons pas encore étu-
diée et que nous admettrons) le résultat précédent permet d’affirmer que :

(@) = f@)] < 5 e —al

pour tout x € [1, + ool.
Déduisez-en que, pour tout entier naturel n, on a

1
[tne1 = al < 5lun = al.

Rappelons que « est solution de I’équation f(x) = x.

-18-
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En choisissant « = u,, dans 'inégalité proposée :

|f(un)_f(a)| 2|un_a

Or f(un) = sy et f(a) = o donc

[tyeq — ] < % |z — a.

6. Démontrez par récurrence que, pour tout n € N

1 n
|u, —al < (ﬁ) |ug — .

0
* ug —af € (%) |ug — .

* D’aprés la question précédente :

|Un+1 - al S §|un

D’aprés 'hypothése de récurrence :

1 1”
[tpe1 — ] < 5%X|3 luo — of

1

5) lwo-cl

VneN, |u, —al < (%)n |ug — .

7. Démontrez que la suite (u, — ) ey converge et précisez sa limite.
1 n
0<|u, —al € (5) |ug — a.
1 1 n
Or -1 < 5 < 1donc (5) |ug — «f e 0.
On en déduit, d’aprés le théoréme des gendarmes que (|u,, — «|) converge
vers 0.
Finalement

(u,, — a) converge vers 0.

-10-
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8. Déduisez-en la limite de (uy,)pen-

U, — Q.
n—+0oo

9. Expliquez en quoi I'on peut dire que (u,,) est une suite de valeurs approchées
de a.

u, — « signifie que la valeur de u,, se rapproche de celle de « lorsque n
n—+0o0o

grandi.

10. Démontrez que, pour tout n € N

|u, — ] T

Puis expliquez comment choisir n pour que u,, soit une valeur approchée &
107° prés de a.
Rappelons que o € [1;3].

1

Démontrons que : Vn € N, |u,, — af < T

Soit n € N.

* D’une part : D’aprés la question 6 :
1 n
|, — S(Q) |ug —

* D’autre part

lsas<3
1—ug<a—ug<3—u
OSOZ_U()$2

Donc

Nous en déduisons

Ainsi
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1
Vn e N, |Un, — o < T~

Déterminons n.

Pour que |u, — a| < 107 il suffit que Qn% <107°.

Or
1 . 1 »
S S107 e 1n(2n_1) <In(107)
< —(n—-1)In(2) < -31n(10)
In(10)
nz1+3 n(2)

. . P .-
pour avoir une valeur approchée de o & 10 prés 1 faut utiliser
o 1n(10)
>
U, avecn =1+ 3 @) -

Fin du sujet A.

Exercice 8.

On considére les suites (u,,) et (v,,) définies pour tout n € N par :

Unp + Un
Unp+1 = 2

Uy, + 20,
Un+1 = 3

avec ug = 0 et vg = 12.

1. (a) Démontrez que la suite (v, — u,,) est une suite géométrique.

Un+2Vy _ UptUn _ Up—Up

Un+1 = Un+1 = 3 D) 6

(v, —u,) est géométrique de raison % et de terme initial
Vo — ug = 12.
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(b) Déduisez-en sa limite.

—1<%<1donc

Uy — U, — O.
n—+00

2. Démontrez que les suites (u,,) et (v, ) sont adjacentes.
Que pouvez-vous en déduire 7

* Nous avons déja démontré que v,, — u,, — 0.
n—+00
* _ UptU, _ 1
Up+1 = Up = Tﬂ —Up = 5(”71 - un)
Or (v, — u,,) est géométrique donc u, 41 — u,, = % X 6}31 = 0.
Donc (u,,) est croissante.
* __1_ _1 _ 1 12
Un+1 — Un = -3 = _E(Un_un) = _EX GnHL < 0.

Donc (v,,) est décroissante.

(u,,) et (v,) sont adjacentes.

3. (a) Démontrez que la suite (2u,, + 3v,) est constante.

Si elle est constante alors tous les termes égalent le premier 2ug + 3vg =
2x0+3x12 = 36.

Démontrons par récurrence que 2u,, + 3v,, = 36 pour tout n € N.

* Qug 4+ 3vy =2x0+3x 12 = 36.

k
+ +2
Qi iy + By, = 2 e 3dn i Un
= 2u,, + 3v,,
- 36

(b) Déduisez-en la limite des suites (u,,) et (v, ).

Elles convergent vers la méme limite ¢ qui doit vérifier 2¢ + 3¢ = 36.

(uy) et (v,) convergent vers 29,

5
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Exercice 9.
Dans cet exercice n désigne un entier naturel non nul.

A tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f,, définie sur ]—1,+ oo[
par :
folz) = 2" In(1 + z).

Cet exercice est consacré a I'étude de la famille de fonctions f,,.
On désigne par C,, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormal

(O; Z,j)
1. Soit h,, la fonction définie sur ] — 1, + oo[ par :

T

hp(z) =nin(l +x) + ]

Etudiez le sens de variation de h,,. En utilisant la valeur de h,,(0), déterminez
le signe de h,, sur ] =1, + oo[.
! 1
HORE
ho(z) >0 e 2> —%.
Donc h,, est strictement croissante.

Comme h,,(0) = 0 on en déduit

x -1 0 +00

h, - 0 +

2. (a) Pour tout x €] — 1, + oo[ vérifiez que :

fi() = b ()

et que pour tout n strictement supérieur a 1,

ful@) = 2" hy ().

(b) On suppose n impair. Pour tout 2 €] — 1, + oo[, justifiez que f, () et
h,, sont de méme signe.

Dressez alors le tableau de variations de la fonction f,, en précisant ses
limites en —1 et +00.

k
Si n est impair alors n — 1 est pair : 3k € N, n = 2k. Donc = (12)

est positive donc fT'L est du signe de h,,.
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x -1 0 + 00
hn - 0 +
+ 00 + 00
fn \ /
0

(c) On suppose n pair. Dressez de méme le tableau de variation de f, en
précisant ses limites en —1 et +00.

CEn_lhn + 0 +

I /7

3. (a) Etudiez la position relative des courbes C; et C,.

rxln(l+z)— z° In(1 + x)
(1 —2)In(1 + x)

fi(z) = fa(x)

x -1 0 1 +00

fi(x) -
fo(x)

(b) Tracez ces deux courbes sur 'annexe 2.

Exercice 10.

On considére la suite (u;,) définie sur N* par :

B 4
Y ek D(k+2)
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1. Démontrez que pour tout k € N*,

_2__4 2
T Tk 1l Tkt 2

On met au méme dénominateur.

. Soit n € N*. On pose

(a) Démontrez que

k=1
29 2 T 2 2
Y (G- )+ Y et )
k=1 k=1
= (1 1 < 1 1
=2 (E_k+1)+2z:_k+1 k+2)
k=1 =1

2

(b) Déduisez-en (avec un télescopage) que S,, = 1 — CESNCTDk

2+2
- k+1 k+2

k k=
1 1 1
=2(1_n+1)+2(n+2_§)
3 2 2
T n+1l n+2
2

T (h+D(n+2)
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(c) Calculez la limite de la suite (S,,).

Sn — 0.

n—+00

Fin du sujet B.
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Annexe 1 : courbes représentatives de In et f.

Y

.

-27-


http://unemainlavelautre.net/sup_1ieme_cpge_lettres_et_sciences_sociales.html

Devoir surveille CPGE B/L. 2022/11/03.

]
Vi

\ /
{
A\

Co
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Annexe 2 : courbes représentatives de C; et C,.

\
4

Y

.
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