Suites réelles.

Suites réelles.

I Généralités.

Une suite (de nombres réels), u, désigne une liste ordonnée infinie de nombres
réels.

Chaque terme de la suite est identifié par sa position, appelée son rang, dans la
liste ordonnée. Le rang est un entier naturel n € N. Le terme de rang n de la suite
u est noté wu,,.

Nous noterons u = (u,,),cy-

1l est parfois préférable de ne numéroter les suites qu’a partir d’un certain rang
et nous pourrons trouver les notations suivantes : (uy,),ens (Un)pnsa-

Les résultats donnés dans cette lecon concernent des suites dont le premier rang
est 0. La plupart des résultats restent valables pour des suites qui comment & un
rang quelconque ny € N.

Remarquons enfin que la lettre n est une variable muette et que ’on peut donc
la remplacer par une autre lettre.

Il y a deux moyens classiques de définir (de construire une suite) que nous
utiliserons abondamment : les formules explicites et les formules de récurrences.

1 Deéfinition.

Intuitivement une suite réelle est une liste ordonnée infinie (dénombrable) de
nombres réels.

Nous les définissons cependant comme des fonctions.
Définition

Soient pe Net N={n e N | n = p}.

Nous appellerons suite réelle toute application v : N — R.

Remarques.
1. Nous utiliserons la notation fonctionnelle u(n) ou indicielle u,, pour désigner
I'image de n par u en préférant cette derniére.
n est appelé le rang de u,,.
u,, est appelé le terme de rang n.
u,, est appelé le terme initial de la suite.

U

La suite u sera notée (u,, )5, ou (u,),en ou, sl 0’y a pas d’ambiguité, (u, ).

Exemples.
1.
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2 Construire une suite explicitement.

Pour les formules explicites nous remplacerons en général u,, par la formule de
calcul, f(n), permettant de ’obtenir.

Nous utiliserons souvent la notation fonctionnelle plutét que la notation indi-
cielle.

Exemples.

1. Ainsi la suite (u,,),en des entiers pairs sera en fait notée (2n),,en-.

2. (7—11) - qui correspond a la fonction inverse.
n

n
3. ((_1) )nEN'
4. Pour r € R, (nr),s4 qui correspond & une fonction linéaire.

n
. Pour g € Ry, (¢ nen-
. (cos(n))pen qui est construite a partir de la fonction cosinus.

ot

=2

Exercice 1.
Retrouvez I’expression algébrique de la fonction f servant a définir de facon explicite la
suite de terme général u,, (n = 1) dans les cas suivants.

1
1. u, =n, 4. u, =1n(ﬁ),
2. u, = —3n° +2n -1, 2
—e T
3. u, =Vn?+1, 5 un =e

6. u, = cos(2n)sin(2n)

3 Construire une suite par récurrence.

Les suites construites par récurrence se construisent de proche en proche. Il n’y
a pas de formule de calcul par laquelle on puisse remplacer u,,.
Un nouveau terme de la suite se trouve & partir du précédent en général par un

calcul :
Vn e N, Up+1 = f(un)

et il est alors nécessaire de connaitre le premier terme de la suite comme dans un

raisonnement par récurrence.
Pour les suites définies par récurrence la notation indicielle est plus adaptée.

Exemples.
1. ug = 3 et quelque soit n € N, f(u,4q) = % X Uy, .
2. ug = 0 et pour tout entier naturel n, u,; = 371/?,, —2u,. Ici f(x) = 327 -2z +1.

3. up = 1 et pour tout entier naturel n, up,; =1 —e >“". Ici f(z) =1 —e *“.
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4 Construire une suite avec d’autres suites.

Addition, multiplication terme & terme, multiplication par un scalaire.

IT Convergence, divergence, limites.

1 Convergence.

Définition 2

Soient
. (Un)nen une suite réelle,

. 1 un nombre réel.
Nous dirons que (u,,),en converge vers | si et seulement si

VeeR,, ANeN, VneN, (n=N) = (Ju, - 1| <¢)

Remarques.

1. Aussi proche que je choisisse de me placer de la valeur [ (distance plus petite
que ¢) il n’y a qu'un nombre fini de valeurs de la suite qui ne sont pas dans
ce voisinage de [.

On peut illustrer géométriquement cette situation

1
0 1

~

n

A partir de u;q les termes de la suite sont tous dans le voisinage d’amplitude
€.

Il est possible de donner une autre illustration géométrique en une dimension.
Plagons tous les termes de la suite sur un axe gradué représentant I’ensemble
des nombres réels.
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2. Nous utiliserons cette définition pour établir d’autres résultats généraux du
cours ou en dernier recours pour étudier la convergence d’une suite.

3. Pour indiquer que (u,,),en converge vers [ nous noterons :

lim wu, =1
n—+00

ou

n—+00

4. Nous dirons parfois qu’une suite converge sans préciser sa limite.
5. D’une suite qui ne converge pas nous dirons qu’elle diverge.

6. Cette définition n’est pas pratique puisque elle ne fournit pas un moyen de
trouver une limite : il ne s’agit pas d’une démonstration constructiviste. Il
faut donc conjecturer au préalable la limite de cette suite.

Proposition 1 - Unicité de la limite.

Soient
. (Up )nen une suite réelle,

. 1 et l; des nombres réels.

Si (up )nen converge vers Iy et Iy, alors Iy = .

Démonstration
Supposons que (uy,)pey converge vers Iy et lo.

Démontrons que [; =I5 en raisonnant par I’absurde.

Supposons donc que [ # [ et démontrons que cela conduit & une contradiction.

Soit & = L1, = I,].

Puisque %un)neN converge vers [y, & partir d'un certain rang N; € N tous les
termes de la suite sont & une distance inférieure a ¢ de la limite [; :

VnEN, nZN1:>|l1—un|$€

De la méme facgon il existe Ny € N un rang a partir duquel tous les termes de
la suite sont & une distance inférieure a ¢ de la limite [ :

VneN, nzNy= |l —u,| <e.

4
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En notant N = max(N;, Ny),

Iy —u,| <e
|l2_un| s€

VneN,nBN:{

Soit n = N. Nous avons donc d’aprés I'inégalité triangulaire :

11y = lo] < |lh = up| + |, — 15
Se+e
2
S§|11—l2|
< |l =1y

Ceci est impossible.
Nous avons donc démontré par ’absurde que, nécessairement [; = 5.
Autrement dit

la limite d’une suite convergente est unique.

Remarques.

1. Nous pourrons donc maintenant parler de la limite d’une suite.

Voyons maintenant une condition nécessaire de convergence.

Proposition 2

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Soit (uy,)pey une suite convergeant vers £ € R.

Soit €.

Par définition de la convergence, il existe un rang N € N & partir duquel tous
les termes de la suite sont & une distance inférieure a ¢ de la limite [ :

VneN, nzN = |l —u,| <e.
|

Remarques.

1. La contraposé de ce résultat fourni un moyen de démontrer qu’une suite n’est
pas convergente.
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2 Limite infinie.

Définition 3

Soit (u,, )nen une suite réelle.

Nous dirons que (u,, ) e tend vers +00 (ou que u(y, )nen admet +00 pour limite)
si et seulement si

VAeR, ANeN, VneN, (n=N) = (u, > A).

Remarques.

1. Intuitivement cela signifie que la suite prend des valeurs de plus en plus
grandes sans jamais étre bornée.

2. Nous avons une définition équivalente pour (u,, ),en tend vers +00.

3. Nous utiliserons les mémes notations que pour la convergence :
lim w, =+o00
n—+00

ou

U, —> +00.
n—+00

4. Une suite qui tend vers +00 est un cas particulier de suite divergente.

Convergente.

Limite +o00.

/
divergente.
—

Pas de limite.

III Comparaison de suites.

-6-
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1 Suites adjacentes.

Définition 4

Soient :

. (tp)nen €t (v, )nen deux suites réelles.

Les suites (up)nen €t (vn)nen sont dites adjacentes si et seulement si elles
vérifient les trois conditions :

(i) (ty)nen est croissante.
(i) (v, )nen est décroissante.

(i) v, —u, — 0.
n—+00

Proposition 3

Soient :

. (up)nen €t (v, )nen deux suites réelles.
Si (ty, )nen €t (v, )nen sont adjacentes alors elles sont toutes deux convergente
vers une méme limite £.

Si de plus (U, )nen €st croissante et (v, )nen €st décroissante alors

Upsl S Uy, SLS U, S Vpyt-

Exemples.

1. u, = ZZ'zO % et v, = u, + —— sont adjacentes. (Elles convergent vers e. Ces
suites permettent de démontrer simplement 'irrationalité dee.)

2. Suites des approximations décimales par défaut et par excés d’un réel.

IV  Propriétés algébriques sur les limites.

1 Limites et somme.

Un,
Un

2 Limites et produit.
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V Composition de limites.

Limite de "image d’une suite par une fonction.

VI Monotonie.
VII Conditions suffisantes de convergences.
VIII Suites de Cauchy.

IX Suites extraites, valeurs d’adhérence.

Définition 5

Soient :
. (tn)nen € R" une suite,
. a€R.

Nous dirons que a est une valeur d’adhérence de (u,,),eng Si et seulement si,
pour tout ¢ > 0, ’ensemble {n € N | |u,, — a| < €} est infini.

Proposition 4

Soient :
. (Up)nen € RY une suite,

. a€R.

a est une valeur d’adhérence de (u,, ),eng Si €t seulement si

nzN

|u, —al e

Ve>0, VN eN, EInEN,{

X Limites inférieures et supérieures.

1 Définition.

Proposition 5
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Soient :

. (w,)nen € RY une suite bornée,
. Vn eN, v, :=sup{ui|k = n},

. Vn eN, w, :=inf{ug|k = n}.

(v )nen €t (wy,)pen sont convergentes.

Démonstration

(vp, ) nen est décroissante et minorée tandis que (w,, ),en €St croissante et majo-

rée, donc d’aprés le théoréme de limite monotone elles sont convergentes.

Définition 6

Soient, :

. (Up)nen € R" une suite bornée,
. ¥Yn €N, v, :=sup{ui|k = n},

. VYn €N, w, :=inf{uy|k = n}.

On appelle limite inférieure de (u, )nen le réel :

liminfu,, := lim w,,.
n—+0oo n—+0o

On appelle limite supérieure de (up)pen le réel :

limsupu,, := lim v,.
n—+00 n—+00

Remarques.

1. Si (uy),en n'est pas bornée on peut définir la limite supérieure et la limite

inférieure & valeur dans R.

2. Une généralisation & des limsup et liminf & valeur dans R en considérant

(Vs )nen et (U )nen également & valeurs dans R.

Exemples.
1. lim infn—>+oo ﬁ = lim SUP 400 ﬁ =0.
2. liminf,_ 0 (=1)" = =1 et limsup,,_, ;00 (—1)" = 1.
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3. liminf, e cos(%) = —1 et limsup,,_, o cOS (%) =1.

2 Caractérisation de la convergence.

Proposition 6

Soient :

N . .
(ty)neny € R une suite bornée.
(U, )nen converge si et seulement si

liminf u,, = lim sup u,,.
n=+00 n—+00

De plus , dans ce cas :

liminf u, =limsupu, = lim wu,.
n—+00 n—+00 n—+00

Démonstration

Reprenons les notations précédentes : Vn € N, v,, := sup{u|k = n} et w,, :=
inf{uy|k = n}.
* Supposons que (u,,),en converge vers £ € R et démontrons ’égalité entre limites

inférieure et supérieure.

e (v,)nen est décroissante.
e (w,)pen €St croissante.
e Soit ¢ € RY.

Puisque (u,)nen converge vers £ : AN €N, Vk = N, |u, —{| < .
0 déduit tout n = N lon =11 < 5
n en déduit que pour tout n = N, fw, — 0] < %

Ainsi : Vn 2 N, |v, —w,| < |v, = €] + |{ —w,| <e.

Autrement dit (v,, — wy, )pen converge 0.
Des points précédents nous déduisons que (v, )pen et (w, )nen sont adjacentes
et donc quelles convergent vers la méme limite lim,, ¢ v,, = lim,, 400 W,,-
Réciproquement Supposons que liminf,, , o u,, = limsup,,_, ;¢ U, et démontrons
que (uy,)neny converge. Pour tout n € N : w,, < u, < v,, et lim,_ 0w, =
lim,,_, 400 v, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement (u,,) converge vers cette
limite commune.

Dans la démonstration de 'implication et de sa réciproque nous avons, chemin
faisant, établi les égalités de limites : lim,, 400 w,, = lim,, 100 v, = iy, 400 Uy,
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3 Liens avec les valeurs d’adhérence.

Proposition 7

Soient :

lim sup,,_, ; oo Up €t liminf,, . u, sont des valeurs d’adhérence de (u,, ) eN-
De plus, pour tout a valeur d’adhérence de (u,),en, On a :

N . .,
(tn)neny € R une suite bornée.

liminfu, < a < limsupu,.
n=+00 n—>+00

Démonstration

*

Démontrons que lim sup,,_, ;o U, €st une valeur d’adhérence de (u,,),ex-

Soient ¢ € R} et N € N.
(vp )nen €tant décroissante et puisque v, - lim sup,,, 400 U il existe Ny € N
n—+00

tel que :
Vn = Ny, limsupu, < vy, <limsupu, +¢.
n—+00 n—+00

D’autre part, en notant Ny = max(N, N, ), par définition de la borne supérieure :

dn = N, limsupu, < u, < vy, < U,
n—+0o0o

Ainsi nous avons établi I'existence de n = N tel que

limsupu,, < u, <limsupu, +¢.
n—+0o n—+00

Autrement dit

lim sup,,_, , oo Uy, est une valeur d’adhérence de (uy,)pen-

De fagon semblable on établi que lim inf,,_, | o, u,, est valeur d’adhérence de (1, )en-

Dire que a est valeur d’adhérence de (u,, ) e ¢est dire qu’il existe une extractrice
o : N = N telle que(uy(n))nen converge vers a.
Or, pour tout n € N,

Wy S Uy S Wy,

donc
Vn eN, Wo(n) S Us(n) S Vo(n)-
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Orw, — liminf, e u,, v, — lmsup,_ . U, et ) — adonc, par
n—+00 n—+00 n—+00

comparaison :

liminf u,, < a < limsupu,.
n—+0o n—+00
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