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Applications linéaires continues.

I Caractérisation de la continuité pour une application li-
néaire.

Théoréme 1

Soient
(Bl - lg) et (F|| - ||r) deux espaces vectoriels,
. f€ fK(E,F)

Les propriétés suivantes sont équivalentes deux a deux.
(1) f est continue sur F,
(#4) f est continue en 0,
(#i1) f est uniformément continue,
(1v) f est lipschitzienne,
(v) IM € Ry, Vo € B, |f(z)llr < M|z||g,
)
)

(vi) f est bornée sur la boule unité fermée de F,

(vii) f est bornée sur la sphére unité.

Démonstration 1
* Démontrons : (1) = (v).

Soit x € £\ {0}.
Puisque f est continue en O :

IneR,VyeE, |lyle <n=[fWlr<1 (1)

Comme

: LH < 1, nous déduisons de (1) :
E

)

2
@)l < 2 llzlle:

< 1.

P

D’out par linéarité :

Il suffit donc de choisir : M = %
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Démontrons : (v) = (7).

Soient x(,y) € E?.

If(@=y)llr <Mz —yle < [If(x) = fWlr < lzle
Autrement dit f est M-lipschitzienne, donc f est continue.

Remarques.
1. Les autres démonstrations se font de méme.
2. Nous verrons plus loin que si F est de dimension finie alors f est continue.

3. Nous noterons .Z$(E,F) 'ensemble des application linéaires continues de E
dans F. Pour bien faire la notation devrait aussi inclure les normes considérées
sur les espaces E et F. Par exemple .25 ((E,| - | g),(F| - | 7))

Exemples.
1. Exemple d’application continue avec E de dimension finie.
2. Exemple d’application continue avec de E de dimension infinie.

3. Exemple d’application linéaire non continue (donc E de dimension infinie.)

II Norme subordonnée, norme d’opérateur.

Définition.

Définition 1

Soient

. (B, - ||g) et (F}|| - ||r) deux espaces vectoriels,
. fe L(EF).

Si E # {0} alors nous appellerons norme subordonnée aux normes || -
|- ||~ de f, et nous noterons | f]|, le nombre réel

I/ (@) r

Eet

[fll = sup :
zeE\{0} 2l

Si E = {0} alors f = 0 et nous noterons | f|| = 0.

Remarques.
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1. Cette borne supérieure existe bien d’aprés le théoréme de caractérisation de
la continuité des applications linéaires.

Proposition 1

Muni de la norme subordonnée ((Z5(E,F),||-||) est un K-espace vectoriel normé.

Démonstration 2
Démontrons que || - || est une norme.

(i) Séparation.
Ve e B, N(x)=0=x=0.
(ii) Absolue homogénéiteé.
YA e K, Vx € E, N(Ax) = |z|N(x).
(iii) Sous-additivité (ou inégalité triangulaire).
V(z.y) € B%, N(z +y) < N(z) + N(y).

ITT Ensemble des applications linéaires continues.

K-algébre.

Proposition 2

Soient (E,|| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels.

(ZE(EF), +, - ,0) est une sous K-algebre de (Zk(E,F),+,-,0).

Démonstration 3

K-algébre normeée.
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