Espaces préhilbertiens réels

Espace préhilbertien réel.

I Produit scalaire.

Soit E un R-espace vectoriel.

Nous appellerons produit scalaire sur E toute application ¢ : E? — R telle que
(i) @ est syméirique : Va,y € E, p(z,y) = o(y,z).
(i) ¢ est linéaire par rapport a la deuxiéeme place : Yxyy € E, VA €

(iii) ¢ est positive : Vo € E, p(z,x) > 0.
(iv) ¢ est définie : Vo € E, (¢p(z,x) =0) = (x = 0).

R, o(z, y +y') = Ap(z,y) + o(z,y").

Remarques.

1.

(i) et (i4) équivalent & dire que ¢ est une forme bilinéaire symétrique. La
définition choisie minimise les vérifications.

La définition peut donc étre reformulée : ¢ est un produit scalaire si et seule-
ment si ¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie, positive.

2. Nous noterons (-,-) le produit scalaire.
Exemples.
1. Produit scalaire usuel sur R™ (ou M, (R)).
n
(@1, o) 1)) = 3 T3
k=0
2. Une généralisation de 'exemple précédent & la dimension infinie est ’espace
I2(N) des suites de carrés sommables muni du produit scalaire
—+o0
(uw) = Z Up U, -

n=0

3. Dans lespace (R[X],+,) il est possible de définir un produit scalaire en asso-

ciant aux éléments ) a, X" et Y b, X" leréel Y anby,. Autrement
dit il s’agit du méme produit scalaire que précédemment mais appliqué aux
suites & supports finis (ce qui rend sans objet les problémes de convergences).
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Soient a < b deux réels et (f,g) € €([a,b],R)? (Uespace vectoriel des fonctions
continues sur [a,b]). Cet espace peut étre muni du produit scalaire

b
(f.9) = / f®)g(t) dt.

. Dans I’espace vectoriel des matrices M, ,(R) I'application (A,B)? — tr(*AB)

est un produit scalaire. Ce produit scalaire coincide sur M, 1(R) et M; ,(R)
avec celui R”.

Soient (2,47 ,1) un espace mesuré par une mesure positive. L’application

. { 22 x L%(Q) — R
7 (£,9) = Jo fgdu

est une application bilinéaire symétrique positive mais n’est pas définie. En
effet toute application f nulle hormis sur un ensemble de mesure nulle vérifiera

bien ¢(f,f) = 0.
Soient (§2,47,u) un espace mesuré par une mesure positive. L’application

o {L?(Q)XB(Q) - R
L (f.9) = Jy, fg dp

est un produit scalaire.
En particulier si u est la mesure de Lebesgue, L%(f)) peut étre muni du
précédent produit scalaire.

Exercice 1

Donnez une condition nécessaire et suffisante sur w € ¢ ([a,b],R) pour que

51 () = / FHg(t)w(t) dt

définisse un produit scalaire sur 'espace des fonctions réelles définies et continues sur

[a,b].

Correction exercice 1

La

prodt

(1)
(i)

(iii)

fonction w est appelée une fonction de poids. Elle permet de construire d’autres

116S SCalalres.

Symeétrie : découle de la commutativité du produit.

Linéarité par rapport a la deuxiéme place : découle de la distributivité du produit
sur 'addition et de la linéarité de I'intégration.

Positivité : 7
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(iv) Définition : 7
Démontrons que ¢ est un produit scalaire si et seulement si w > 0 et ¢ *({0}) est
d’intérieur vide.

* Siw > 0 alors il est clair que ¢ est positive.

Supposons que les zéros de w forment un ensemble d’intérieur vide et démontrons
qu’alors ¢ est définie.
Soit f € €([a,b],R) telle que ¢(f,f) = 0. Démontrons qu’alors f = 0.
Puisque f2w est continue et positive et que ff 2w = 0 alors f2w = 0. On en déduit que
f = 0 sauf éventuellement en les zéros de w, mais comme ceux-ci forment un ensemble
d’intérieur vide, par continuité de f nécessairement f = 0.

* Supposons que ¢ est définie et positive et démontrons qu’alors w > 0 et que ’ensemble
de ses zéros est d’intérieur vide.
Seche.

Exercice 2
Sur R3[X] on considére les formes bilinéaires suivantes. Dire lesquelles sont des produits
scalaire.

MRQ%=/1PMQ@Mt

1

MR@=/‘Pwmw+PQOﬁ

—1
1

aﬂmzj"ﬁmawﬁ+ﬂmmm

=1l

Exercice 3
On munit R[X] du produit scalaire :
1

(PQ) — / P(H)Q(t)dt.

0
Existe t-il A € R[X] tel que :
VP € R[X],(P|A) = P(0)?

Propriétés du produit scalaire.

Proposition 1

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-).

Vz € E, (0,2) = 0.

-3-
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Démonstration 1
Découle de la R-linéarité par rapport & la premiére variable du produit scalaire.

(y,x) — (y.x) =0
(y,2) + (~y,2) =0
(y —y,x) =0

(0,2) =0

Proposition 2 - Caractérisation de 1’égalité avec le produit scalaire

Soient E un espace vectoriel et (-,-) un produit scalaire sur E, (z,y) € E?.

(z=y) & (Vz€E, (z,2) = (y,2)).

Démonstration 2
Par bilinéarité et car le produit scalaire est défini.

Remarques.

1. Ce résultat reste donc valable pour n’importe quel forme bilinéaire définie.

Corollaire 1

Soient E un espace vectoriel et (-,-) un produit scalaire sur E, (z,y) € E?,
E — FE
T = <$,>

son dual E*.

est un morphisme injectif de R-espaces vectoriels de E dans

IT Espace préhilbertien réel.

Définition 2

Nous appellerons espace préhilbertien réel tout couple (E,(-,-)) formé d’un R-
espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-).

Remarques.

1. Sur un espace vectoriel donné F il n’y a pas unicité de la structure d’espace
préhilbertien qui varie avec le choix du produit scalaire.

4
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Exemples.

1. Les exemples vus pour le produit scalaire correspondent & des exemples d’es-
paces préhilbertiens.

2. Les espaces euclidiens sont des exemples d’espaces préhilbertiens réels.

3. Si (Q,47,u) un espace mesuré par une mesure positive alors (L2,<-,->L2) est
un espace préhilbertien.

IIT Norme euclidienne.

Définition.

Soit (F,(-,-}) un espace préhilbertien.
Nous appellerons norme euclidienne la norme sur E définie par

E — R4

Remarques.

1. Cette définition est aussi une proposition puisqu’il faut établir que la norme
euclidienne est bien une norme.

2. Lorsqu’il est question d’une norme sur un espace préhilbertien sans que celle-
ci soit précisée c’es qu’il s’agit précisément de cette norme euclidienne. Il
s’agit d’une norme canonique sur un espace préhilbertien.

Exemples.

1. (f,9) — 0% f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur®¢’([0,27],R), ce qui confére
A cet ensemble une structure d’espace préhilbertien réel.

Propriétés de la norme euclidienne.

Proposition 3 - Identités remarquables

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel.

L Y(zy) € E?, ||z +yl? = ||z]]* + 2(z.y) + |ly|]*.
2. V(zy) € B2, (z+yx—y) = |lz]> —|ly|®

Démonstration 3
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Découle de la bilinéarité du produit scalaire.

Corollaire 2 - Identités de polarisation

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel.

L V(wy) € B2, (o) = 5 ([lo+yll? — ll=]* = [lyl]*)-
2. V(y) € B2, (zy) = 1 (llz + 9l = llz — yII?)

Démonstration 4
Découle des identités remarquables.

Exercice 4
Démontrez 1'égalité du parallélogramme :

V(zy) € B ||z +ylI* + llz — ylI* = 2 (2l + llyll*) -
On déduit de la précédente par changement de variable ’identité de la médiane :
3 2 2 1 2 1 2
V(zy,z) € B [le —yllI” +lle —2lI" = 5 { lly = 2| +lz = 5y + 2" | .

Réciproquement, d’apres le théoréme de Fréchet-von Neumann-Jordan, toute norme
vérifiant cette identité est préhilbertienne, c’est-a-dire dérive d’un produit scalaire.
Ce résultat est intéressant pour démontrer un théoréme de projection orthogonale.

Proposition 4 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel.

V(wy) € B2, [(zy)| <zl - [lyl]

Et il y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration 5
Exercice 5
Soient z,y et z trois réels tels que z® + 2y> + 32> < 1. Montrer linégalité :

(x+y+2)° <. (On pourra par exemple appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a
certains vecteurs de R® pour un produit scalaire bien choisi.)

Proposition 5 - Inégalité triangulaire
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Soit (E,{-,-}) un espace préhilbertien réel.

Y(@y) € B2, |zl =yl < llz +yll < [l + lyll.

De plus ||z 4+ y|| = ||z|| + |ly|| si et seulement si x et y sont colinéaires et de
méme sens.

Démonstration 6

Caractérisation d’un espace préhilbertien.

Théoréme de Fréchet-von Neumann-Jordan

IV Orthogonalité.

L’orthogonal d’une partie vide a-t-elle un sens ?

Orthogonalité de vecteurs.

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien.

Nous dirons que deux éléments x et y de E sont orthogonauz si et seulement

si:(z,y)=0.
Et dans ce cas nous noterons = | y.

Remarques.

1. Puisque (-,-) est un produit scalaire (donc une forme bilinéaire définie) seul
le vecteur nul est orthogonal & lui méme.

2. La relation d’orthogonalité est une relation binaire symétrique mais pas tran-
sitive, ni réflexive (hormis pour le vecteur nul : remarque ci-dessus).

Proposition 6 - Relation de Pythagore

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel.

zLye o+yl?=ll® + vl

Démonstration 7
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lz+yl* = (z+yz+y)
Par bilinéarité :

2+ ylI” = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y.9)
Par symétrie :

lz +yl* = ll2]1* + 2(z,y) + [lylI*
Puisque x L y :

lz +yl* =l + [ly[?

2.

Remarques.
1. 1l s’agit d’une caractérisation de ’orthogonalité.

2. Avec le vocabulaire de la géométrie affine on retrouve bien le théoréme de
Pythagore enseigné au collége.

3. Pour toute famille orthogonale finie (;);e[1 pj on a bien [|Y7_, z;||* = S0, [l

Par contre la réciproque est fausse. Dans R? usuel, la famille (z1,22,73) définie
par z1 = (1,2), z2 = (0,2) et z3 = (0, — 1), vérifie

lzy + @2 + @sl® = [l || + [Jw2]? + [las]?

et pourtant n’est pas orthogonale (puisque trivialement pas libre).

4. Dans le cas d’espaces préhilbertiens complexes la réciproque n’est pas vraie.

Orthogonalité de parties.

Définition 5

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, A et B des parties de E.

Nous dirons que A est orthogonale a B, et nous écrirons A | B, si et seulement
si
Ve € AVy € B, (z,y) = 0.
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Proposition 7- Caractérisation de l'orthogonalité de parties

Soient (F,(-,-)) un espace préhilbertien réel, A et B des parties de E.

A 1 B < Vec(A) L Vece(B).

Démonstration 8
* & est triviale.
* =. S’obtient aisément en utilisant le fait que A (respectivement B) est une
famille génératrice de Vec(A) (resp. Vec(B)).
Remarques.

1. Autrement dit parler de 'orthogonalité entre des parties revient & traiter
de l'orthogonalité des sous-espaces vectoriels, ou de n’importe quelle partie
génératrice (comme une base par exemple).

Définition 6

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, A une partie de E.

Nous appellerons orthogonal de A, et nous noterons A, ’ensemble des vecteurs
orthogonaux a tous ceux de A.
Autrement dit :

At ={x € F|Vac A, (a,x) = 0}.

Remarques.

1. En remarquant A = Ny ker((a,")) nous pouvons dire que A+ est la plus
grande partie de E orthogonale & A. Nus pouvons aussi déduire de cette
remarque que A+ est un sous-R-espace vectoriel de E.

Proposition 8

Soient (F,(-,-}) un espace préhilbertien réel, A une partie de E.

AL est un sous-R-espace vectoriel de E.

Démonstration 9
Démontrons que A+ est un sous-R-espace vectoriel de E.

* 0 e AL donc A # 0.
* AL CE.
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* La stabilité de AL par combinaisons linéaires écoule de la bilinéarité de (-,-).

AL est un sous-R-espace vectoriel de E.

Proposition 9 - Propriétés calculatoires sur les orthogonaux

Soit (E,{-,-}) un espace préhilbertien.

Si A et B sont des parties quelconques de E, alors :
@) ACB:>ALDBL.
(ii) AL = (Vec(A))™.

(iii) A c A+L
(iv) B+ = {0}
(v) {0}* =

(vi) An AL C {0}

Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, alors :
(vii) (F+G)* =FtnGt.
(viii) (FNG)* > F++ G+

(ix) Si F est de dimension finie alors F = F*++,

Démonstration 10

(i) Supposons A C B.
Démontrons que Vb € B+, b€ AL,

Soit b € Bt et a € A.

ac A
{ACB =a € B.

Or b € B+ donc (b,a) = 0.

Finalement B+ c AL,

(ii) A C Vec(A) donc, d’aprés le cas précédent Vec(A)t C AL
Démontrons : (Vec(A))+ c AL,

Si & € Vec(A) alors x peut s’écrire comme une combinaison R-linéaire d’élé-
ments de A : x = Ajar + -+ A\pap.
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(v)
(vi)
(vii)
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Soit y € AL,
<aay> - <)\1a1 + -+ )\pap7y>
p
= Z Ailaizy)
i=1
=0
Donc z € AL,

(Vec(A))*+ c AL

Démontrons : A C A++.

Soit a € A.

Par construction : A1+ = {z € E | Vb€ AL, (bx) = 0}.

Or par définition de 'orthogonal : Vb € AL, (b,a) =0, donc a € A++.

AcC AL,

Soit z € E+. En particulier (z,) = 0 donc z = 0.
Et puisque E* est un R-espace vectoriel : 0 € E*.

Bt = {0}

Evident.
Siz € An At alors (x,x) = 0 et donc z = 0.
Démontrons que (F + G)+ = FX nG*.

* F C F+Gdone (F+G)t C Ft. De méme : (F + G)t c G*. Donc :
(F+G)t c FfnG*.

* Soit # € F+ N G*. Démontrons que x € (F + G)*.
Soity=a1fi+-+arfr+ g1+ +Bs9s € F+G.

<$7y> - <33,041f1 + o+ anT + /6191 +---+ 6sgs>
= Oél<$,f1> +- 4+ ar<x7f’r‘> + 61<xagl> +. '-ﬁs<xags>

Et puisque z € F- NG+ :

(zy) =0
Donc = € (F + G)* et enfin F- NG+ C (F +G)*.

-11-


http://unemainlavelautre.net

Espaces préhilbertiens réels

(F+G)t =F+tnG+.

FNGCF Frc(FnaG)*t | J .
(vili) { FAGca {(:g(ﬁ*m(})L > Fr G (FNG)

(ix) Nous avons déja établi que F C F++.

Démontrons que F++ C F.

Remarques.

1. Si F est de dimension finie (donc si ’espace est euclidien) et que F et G en
sont de sous-R-espaces vectoriels alors

* (FNG):=Ft+at.
* f=FLtt
* Fn Pt ={0}.

Exemples.
1. L’inclusion A C A+ peut étre stricte.
Dans F = R[X]| muni du produit scalaire (3}, .yanX", >, cybnX™) —
> nen @nby considérons la partie A = {P € R[X] | P(1) = 0}.
At = Vec(A)* = {0} car A contient en particulier tous les polynémes X™—1,
avec m € N, qui forment une base de E.
Nous en déduisons que : At+ = {0}t = E.
Or clairement A # E donc A # A++.
2. L’inclusion F+ + G+ C (F N G)* peut étre stricte.
Reprenons 'exemple précédent en notant F = {P € R[X]| | P(1) =0} et G =
Vec({1}).
FNG={0}donc (FNG)* =E.
F+ + Gt est hyperplan formé des polynomes qui s’annulent en 0.
Donc F*+ + G+ # (FNG)*.

Famille orthogonale.
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Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, I un ensemble et (x;);cr une famille
d’éléments de E.

Nous dirons que (z;);cr est une famille orthogonale si et seulement si les élé-
ments de (z;);es sont orthogonaux deux a deux.
Autrement dit :

V(ij) € I?,i # j = x; L ;.

Nous dirons que (x;);e; est une famille orthonormale si et seulement si les
éléments de (x;);es sont orthogonaux deux & deux et tous de norme 1.

Autrement dit :
V(’L,]) S Iz,l#] = T; J_xj

Remarques.

1. Ainsi (x;);cs est orthonormale si et seulement si :

V(ij) € I, (ia;) = bi ;.

Proposition 10

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, I un ensemble et (x;);cr une famille
d’éléments de E.

Si (x;)ser est orthogonale et que les x; sont tous non nuls alors la famille (x;);¢;
est R-libre.

Démonstration 11
Montrons que (z;);c; est R-libre.

Soit Ip C I une partie finie de I et (a;);cs, € R telle que
Z a;x; = 0.
1€ly

Nous en déduisons successivement

vy € I, <.7?j, Z (1,;.77,;> =0

i€l
Vj € lo, ajflz;|| =0
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Et puisque Vi € I, ||lz;|| # 0 :

V] € I(J, (],j =0

(z1)icr est R-libre.

Exemples.

1. Dans ’espace E = €(]0,27],R) munit du produit scalaire (f,g) = OQW f(®)g(t) dt,

les familles (cos(nt)), .y et (sin(nt)) et leur réunion, sont des familles
libres puisque orthogonales.

neN*?

Exercice 6
Soient E,(-,-)) un espace préhilbertien, p € N, (F});c[1,,) une famille de sous-R-espaces
vectoriels de E tels que

V(i,j) € [Lpl, (i # 5) = (Fi L Fy).

Démontrez que les sous-R-espaces vectoriels Fi,...,F}, sont en somme directe.

Procéder d’orthogonalisation de Gram-Schmidt d’une famille dénom-
brable.

V Base d’un espace préhilbertien.

Si tous espace vectoriel admet une base (découle du lemme de Zorn) celle-ci peut
étre complexe et le plus souvent impossible & expliciter. Nous nous contenterons
souvent de familles plus petites mais surtout plus simples a expliciter qui sans
étre des bases engendrent néanmoins des espaces vectoriels denses dans l’espace
vectoriel étudié.

Famille totale.

Soient, :

. (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel,

. ACE.

A est appelée une partie totale de E si VeT(A) =F.

Remarques.
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1. Pour qu’il y ait une famille total il faut donc nécessairement que l’espace FE
soit un fermé. Ce sera toujours le cas lorsque F sera un espace de Hilbert
(donc un espace préhilbertien complet).

2. E est séparable si et seulement si il existe une famille totale dans E.

Base de Hilbert.
VI Espaces de Hilbert.

Afin de retrouver certains résultats des espaces euclidiens dans les espaces pré-
hilbertiens, nous nous placerons dans des espaces préhilbertiens réels complets que
nous appellerons Espaces de Hilbert.

Une famille F' = (e, )nenouz €st appelée une base orthonormale si F' et ortho-
normale et totale.

Dans ce cas 'espace est forcément séparé.
De plus alors F est forcément hilbertien.

Proposition 11

(en) bon de E espace préhilbertien.
1.z => (z,ex)ek.
2. (z,y) =Y (z.er)(z.er).
3. )= X0 Kasen) 2.

Démonstration 12

1. Em = Vect(en<m). © — Sp(z) € E;. Puis avec Pythagore : ||z|? = ||z —
Sm H + ‘ Sm H

Exemples.

1. %5, fonction continue périodique définie sur R & valeurs dans C. (f,g) =
2= Jo" 19
C’est un espace préhilbertien. les e; = ¢*** forment une famille orthonormale
pour que ce soit une base il faut qu’elle soi totale.

Considérons A les polynomes de e alors avec une version de Stone-Weierstrass
qui va bien il est possible d’approcher une fonction f aussi précisément que
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possible avec une convergenc uniforme donc il y aura un convergence en norme
2 (celle associée au produit scalaire).
%5 est donc préhilbertien avec une bon mais pas hilbertien.
Notion de projection P,, dur E,, parallélement & E;- (squi lui est supplémen-
taire).
Pour une fonction f de €([0;27]). Puis que les e?** forent une base orthonor-
male : Y (f.ex) converge normalement (pour la norme 2) vers f. Il n’y a donc
pas nécessairement de convergence simple (7).

Proposition 12

Tout espace préhilbertien séparable admet une base orthonormale.

Démonstration 13

FE séparable donc il existe un ensemble dénombrable dense ou encore il existe
(uy,) dénombrable qui soit total dans E.

Sas perte de généralité on peut supposer les (u,,) sont lires.

1. On construit avec le procédé de Gram-Schmidt une famille orthonormale (e,,)
a partir de la famille (u,).

2. 1l faut vérifier que la famille (e, ) est une base orthonormale.
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