Mathématiques - 1

ESA 2012.

Concours 2013 d’admission dans les écoles du service de santé des armées .
Catégorie baccalauréat - Sections : Médecine - Pharmacie.

Avertissement :

e L’utilisation de calculatrice, de régle de calcul, de formulaire et de papier milli-
métré n’est pas autorisée.

e Il ne sera pas fait usage d’encre rouge.
e Il sera tenu compte de la qualité de la présentation des copies et de 'orthographe.
e Les candidats traiteront les trois exercices.

e Les réponses des exercices n°1 et n°2 (QCM) seront données sur une grille prévue
a cet effet.

e L’exercice n°3 sera traité sur une copie & part.

Exercice 1. 6 points.

Pour chacune des questions, une seule des quatre affirmations A, B, C ou D est
exacte.

On demande au candidat d’indiquer sans justification la réponse qui lui parait
exacte en cochant sur la grille prévue a cet effet.

Toute réponse juste est comptée +1point. Toute réponse fausse est comptée
—0, 5 point.

Une absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est
ramenée a 0.

QCM 1 On considére, dans le plan complexe, les points M et N d’affixes respec-
tives :

N
ZM—2 1 € ZN—2 1.

Le milieu I du segment [M N] a pour image, par la rotation de centre O
et d’angle g, le point J. L’affixe de J est :

A. z3 =265,
B. z7 = 2¢'3.
C. zy = 2¢
D. z3 = /267 .

7

B

w
)
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QCM 2

QCM 3

Réponse C.
Affixe de I milieu de [MN] : z; = 2828 — 1 4.

. 90 . N {
Puisque J est 'image de I par la rotation de centre O et d’angle

wlx

ig 2J—Z0
Z1—Z20
Donc : z5 = z7e's.

Or:z;=1+1i=+2e7, donec: z; = V2i (% + g) = /212,

3

|

Un éléve se présente a deux concours Cy et Cy. Ces deux concours sont
indépendants. Il a une chance sur trois de réussir au concours C; et une
chance sur trois de réussir au concours Cs.

La probabilité P pour que I’éléve réussisse au moins un concours est :

A2
9
2
B. -.
3
1
C. -
9
D. 2.
9

Réponse A.

La probabilité qu’il réussisse au moins 'un des concours est : P(C1 U Cy).
Or: P(C1UCy) = P(Cy) +p(Cy) — P(ChNCq) et comme les probabilités
sont indépendantes : P(Cy; N Cy) = P(Cy)P(Cs), donc P(Cy U Cy) =
bri-txi=g

379"
! 2

On considére l'intégrale : I = / — - d=
0 r¢+2x+1

A IT=-1.

B. I=0.

C.I1=1.

D. I =2.

Réponse C.

2 _ 2
z2+4+2z+1 — (z+1)2
Et une primitive de cette fonction est : z +— I‘—fl donc :
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dx
/0 12+21+l '

[,

=1
QCM 4 Le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = 1 1(5— 11)
n(x —
est :
A0 +ool.
B. ]17 2[U]27 +OO[
C. ]1, +o0.

Réponse B.

Il faut que In(x — 1) soit définie donc :  — 1 > 0 c’est-a-dire x > 1. Et de
plus il faut que le dénominateur In(z — 1) soit non nul et donc = # 2.

D’ou l'ensemble de définition : |1 ; 2[U]2 ; +ool.

2 1
<u, <14+ — est:
n

QCM 5 Toute suite (u,) avec n > 0 telle que : —
n

A. croissante.
B. bornée.

C. convergente.
D. divergente.

Réponse B.

(7%)” i décroit vers 0.
(% + 1),1 N décroit et pour n = 1 elle vaut 2.
Donc : Vn € N*, 0 < u,, < 2.

QCM 6 Une solution de I’équation différentielle i’ = —3y + 4e 2% est :

A e 3T 4 ée_2””.
3

B. 4e 3% — 1.
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C. 4e=53% —
D. 4e—2=,

Wl =

Réponse D.
L’approche la plus simple consiste & tester toutes les réponses proposées.

Exercice 2. 6 points
On considére le nombre complexe z =1 — 3 +1i (1 +/3).

1. Ecrire 22

Recherchons 'expression algébrique de z2.

sous forme algébrique.

‘ 2
22 = (1 - V3) +i(l+V3)
=(1-v3)2+2i(1 - V3)(1 + V3) +4%(1 + V3)?
—(1-2v3+3)+2i(12—V3) —1(1+2V3+3)
= —4V/3 — 4
2. Déterminer le module et un argument de z2.

e Calcul du module de 2°.

122 = \/(—4v/3)2 + (—4)2 = V6L = 8

e Déterminons un argument de z2.

Notons #; un argument de z2.

{ cosf; = =43 — 7? (1)

8
sing; = 2 =—1 (2)

De (1) nous déduisons qu’il existe k € 7Z tel que

5

7
91:F+k2mu91:§+k27

et en tenant compte de (2) nécessairement

‘91:%+k2ﬂ
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3. En utilisant les propriétés du module et de I’argument d’un produit détermi-
ner la forme trigonométrique de z.

o Ar'g(22> = 2Arg(z) mod 27

donc
1 7
Arg(z) = = x — 17
rg(z) 5 X g modm
T
=— modm
12
e [2%| = |z|? et comme |z| >0 : |z] = \/|22] = V8 = 2V/2.

e La forme trigonométrique de z est donc

s (e () e ()

4. En déduire la valeur exacte de cos (7“) et sin (E)
Par identification des parties réelles et imaginaires des expressions algébrique

et trigonométrique de z

{ lf\foﬁ(os(
l+\ff2\/§sm(

)
)

_,@\

D’ou
(os(i—”): 1;\%7 f(l V3)
5111( (") — lj\\f/ — f“*‘[)
Exercice 3. 8 points

Soit f la fonction définie sur R par :

flz) = (22° — 42®) e
On désigne par Cy la courbe représentative de la fonction f dans un repére

orthonormal (0,1, J). (Unité graphique : 2 cm). Vous justifierez chacune de vos
réponses.

1. Donner le domaine de définition de la fonction f.
flx) = 21677’“2 or e” > 0 donc f est définie sur R.
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2. Calculer f'(x) en fonction de z.
f est un produit d’une fonction polynomiale et de l'inverse de la fonction
exponentielle toutes deux dérivables sur R, donc est dérivable sur R.

De plus pour tout x € R :
f(x) = (2 x 32% —4 x 2x)e " + (22° — 42?)(—e ™)
= (622 — 8x)e™ " — (22° — 4x2)e™"
= [62% — 8z — (22% — 42?)]e™"
(=223 4 102% — 8x)e ™™
2x(—2® 4+ 5r — 4)e™*

3. Donner le signe de la fonction g définie sur R par g(r) = —2% + 5z — 4.
Recherchons les racines de g.
A=0b?—4dac=5—4x (-1) x (-4)=9
A > 0 donc g admet deux zéros distincts :

—b— VA -b+ VA
a 2a
_ —5-409 _ —5+9
2% (—1) 2% (1)
=4 =1

Tableau de signe de g.

Le coefficient dominant de g est —1 < 0 :

T —00 1 4 +00

g'(x) -0 4+ 6 -

4. En déduire le signe de la fonction f’.
Tableau de signe de f’.

x —00 0 1 4 400
2x - 0 + + +

g(z) - -0 + 0 -

e ” + + + +

() + 60 - 0 + 0 -
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5. Déterminer les limites de la fonction f en +o00 et en —oo en justifiant soi-
gneusement .

e Limite en +oo.

Par comparaison de fonction polynomiale et fonction exponentielle :

. 223 — 412
lim — =0.
x—+00 et
e Limite en —oo.
: 2342 T 3 _
lim, , o 22° —42° =lim,_,|  22° = —00

et lim, , e % =40

donc lim, o f(z) = —00

6. Déterminer les variations de f et dresser le tableau de variation complet de
la fonction f.

Tableau de variation de f.

T —00 0 1 4 +00
() + 6] — 0 + 0 -
0 64e~*
f(x) TN N
—00 —2e~1 0

1
Pour tout entier naturel n, on pose I, = / z"e " dx.
0

7. Montrer que I; = 1 — 2e~1,
Calculons I7.

1
I = / ze ¥ dx
Jo

= [—(:1; + 1)07”’}
= —2¢! — (~1e")
=1-—2e

1
0

Avec lintégration par parties.
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Notons

Donc :

—e— [767:1:}1
=e+e ' —(-1)
=1-—2e

On admet que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,

1
In = nIn_l - —.
e

8. Déterminer la valeur exacte de I et I3.

La suite (I,,)nen+ est définie par récurrence. Donc

1
Iy =211 — —
e
=2(1—21) — =
e
B 4 1
n e e
9.0
e
De méme
1
I3 =3I3_; — —
e
5 1
3(2‘)>
e e
16
i67
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9. Déterminer laire, exprimée en ¢cm?, du domaine délimité par I’axe des abs-
cisses, la courbe Cy et les droites d’équation x = 0 et = = 1.

Puisque f est positive sur [0;1], 'aire du domaine délimité par 'axe des
abscisses, la courbe Cy et les droites d’équation x = 0 et x = 1 est l'intégrale

[\ 50

Calcul de D'intégrale.

1 1
z) de = 22% — 4x%)e™™ dx
/0 f(x) da A(z )¢ T

1
= / 203”7 — 42%e 7 dx
0

1 1
= / 2037 dz — / 4% dx
Jo Jo

1 1
= 2/ 22e™ do — 4/ 22e™ da
0 0

— 213 — 4l
1 =4
(6] [§]
12
:4—

e
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