E.S.S.A. 1988

Concours d’admission aux écoles du service de
santé des armées 1988.

I Question n°1.
1. Démontrons le premier encadrement.

Soient n € N* et z € [0,1].
Autrement dit :

0<x<1
La fonction carrée étant croissante sur R

0<z?2<1
1<1+22<2

La fonction inverse étant décroissante sur R

1 1
1>— > -
14222
™ étant positif
" "
> > —
eI 2T
Ainsi
2 n
T T
vz € [0,1], = < <"
vel0l), 5 s sT

Démontrons le deuxiéme encadrement.

Soit n € N*.
En intégrant le précédant encadrement sur [0,1] :

1 n 1 n -1
/ r dz < / 172 dz < / z" dx
0o 2 0o 1+z 0

1 1
1 1 xn—&-l <y, < 1 wrz—&-l
2 In+1 0 n+1 o
1 1 - - 1
-_—. u
2 n4+1~- " n+l
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Nous avons établi

1 1
— < < .
2(7L+1)_un n+1

Vn € N¥,

. Sens de variation de (uy)nen:-

Soit n € x*.

Soit z € [0;1].

Ainsi : 0 <z < 1. Comme 11% > 0, nous en déduisons

n n n

Y xo0< 2 <Y 1
—_— .x .
1+ 22 1422 1422
Autrement dit
anrl "
01

S . —
61—i—332 — 1422

L’intégrale étant croissante, en intégrant le précédent encadrement sur [0; 1] :

1 n+1 1 n
0</ x dx</ Y dz
- 0 1+.CL‘2 - 0 1+$2

Nous avons donc démontré que, quelque soit n € x*,

0 < tUpyr < up.

Finalement

(Un)nen+ est décroissante.

Etablissons la convergence de (ty)nen:-

Nous venons de démontrer que (u,),en+ est décroissante est minorée par 0,
donc

(un)nen+ est convergente.

Déterminons la valeur de [

A la question précédente nous avons démontré que

1
n+1"

Vn € N¥,

<up <

2(n+1)
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Comme de plus

1
li — =0,
n—l>r-ir-loo 2(n+1)
et
1
im —— =
n—+oo n + 1

7

en passant & la limite dans ’encadrement nous pouvons affirmer que

(up)nen= converge vers [ = 0.

Question n°2.

. Etudions les variations de f.

Z.m[ et a valeur strictement po-

est strictement croissante.

r +— sinx est strictement décroissante sur [
sitives. Donc son inverse z — —

sin z

[ est strictement croissante sur [Z,7[.

Limite de f en 7.

Lorsque z tend vers 7w par valeur inférieurs, sinx tend vers 0 par valeurs
positives. Donc

lim f(z) = +oc.

T—rT

Autrement dit ¢ admet la droite d’équation # = 7 pour asymptote verticale.

Représentons graphiquement f.
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2. f est strictement croissante sur [ 5,7 [, f est continue sur [§,7[,et f ([Z,7[) =
s

[1; 400, donc f réalise une bijection de [F,7[ sur [1, + oo|.

f admet une bijection réciproque f~!:[1, + oo[— [gﬂr[.

Par symétrie entre € et -1 par rapport a la premiére bissectrice, y = =,
nous pouvons affirmer que f est continue, strictement croissante sur I =
[1; +ool.

De plus f~! est majorée puisque ¢y admet y = 7 pour asymptote horizon-
tale.

Déterminons (f~1) "

Remarquons que f est dérivable sur son ensemble de définition en tant que
quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. De
plus, quelque soit x € [Z.7|,

— COST

fiz) =

(sinx)?
cos x

sin” x

4
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Remarquons que f’ est strictement positive sur ]g,ﬂ'[.

Puisque f : ]%,’/T[ —]1, + oo est strictement monotone, dérivable et que
sa dérivée ne s’annule pas, f~! est dérivable sur |1, + oo et, quelque soit
x €]1, + oo,

g 1
V=)@ = oy
Ainsi
v 1
R

3. Tragons €.

|
et
v

Déterminons ’abscisse de l’intersection des courbes représentatives de f et
f—l

Autrement dit nous cherchons x € ]g,ﬂ[ﬁ]l, + oo tel que
équivaut a 1 —sinx = 0.

1
sinx

=z, ce qui

Procédons par dichotomie, en sachant que f est strictement croissante.
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a b 1- “;b sin (‘”b) =3

2 3 —0,4962

2,5 3 —0,0495
2,75 3 0,24
2,75 | 2,875 0,091
2,75 | 2,8125

L’abscisse de 'intersection est, & 1071 prés : 2,78125.
4. Notons I =

/2? V12— 1

Calculons 1.

D’aprés ce qui précéde ¢ : 3 4 3 est une bijection.
1
T
sin x
Nous pouvons donc procéder au changement de variable ¢t = o — dans I.
cosx
-f s )
sin? x
sin x bl]’] x

/ sinx COS &
1— bm x blIl X
SlIl xT
/ _cosx
2 / cos2 T
3
SIH xT
3
1 cosT
_ / ST g,
2 . 2
5 sinaxy/ 5%
simn< x

37
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Sl

ITT Question n°3.

1. Calculons a®.

o = (V2+ 1)
= \3/534-3\752\3/41_'_3%\3/12_'_\3/13

=2+ 3V2VA(V2+ V) +4
:6+3e/m(€/§+ 5/1)
= 6+3V8 (V2+ V4)
=6+3XxX2xa
=6(1+a)

a® =6(1+a).

De ce qui précéde nous déduisons immédiatement,

a est solution de I’équation X3 —6X — 6 = 0.

2. Résolvons I’équation : X3 — 6X — 6 = 0.
Faisons une résolution par analyse-synthése.

Analyse.

Notons a, b et ¢ les racines du polynéme considéré.

X3 —6X-6=0< (X —a)(X —b)(X —c)=0.

(X —a)(X —b)(X —¢)=X>—(a+b+c)X? + (ab+ ac+ bc)X — abe
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donc par identification des coefficients dans les expressions développées, a, b
et ¢ sont des racines si et seulement si :

a+b+c=0 (1)
ab+ac+bec=—-6 (2)
abc =6 (3)

Des équations (1) et (2) nous déduisons

b+c=—a

be =9
Autrement dit b et ¢ sont les racines du trinome : P(z) = 22 — (b+c¢)x +bc =
22 + ax + g.

Déterminons les racines de P.

A—a?—dx1x2

24
:a2—7
a
7a3724

a

Or a® = 6(1 + a) donc

A:6a_18

a

A < 0 donc P admet deux racines complexes conjuguées

—q— . /6a=18 —a+ti [6a—18
a a
b=——-F+— etc=—-—"-—+——.

2 2

Synthése.

. [Ga—18 . [Ga—18
a—1 —a-+1
— et c = fa sont des

Nous vérifions aisément que b = ——%
solutions distinctes de X® — 6z — 6 = 0.

L’ensemble des solutions de I’équation obtenue & la question
précédente est

P —a—iy [0 g [oets
- a, ) .
2 2
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IV  Question n°4.

1. *
B
(0]
Remarquons que OAB étant rectangle en O (puisque le repére est ortho-
normé), d’aprés le théoréme de Pythagore : AB? = OA? + OB?. Donc :
AB = /12 = 2+/3.
Nous en déduisons : cos <W) = % Ainsi une mesure de E{E est 3.
Par conséquent en notant C'(v/3,3) nous avons : 7| = S(AB) © 5(AC)-
De méme : ro = s(pcy © S(4B)-
D’ot, puisque s(4p) est involutive :
T20T1 = S(BC) ©S(AB) ©S(AB) © S(AC)
= S(BC) ©5(A0)
Comme BOA = 5
T9 0T =TCx
ro o r1 est la symétrie centrale de centre C.
* De méme
§0T1 = S(AB) ©S(AB) © S(AC)
donc

S§O0T1 = S(AC)~

-9-
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* De méme

108 = S(BC)©S(AB) © S(AB)

donc

9 08§ = S(BC)'

* Notons D le symétrique de A par rapport & O. (Donc : D(—/3;3).)

B

]

D 0 A

Ainsi, par construction de D, ABD est isocéle en B. Comme de plus

BAO = 7 mod 27, ABD est en fait équilatéral.

Notons M le milieu de [DB] (donc M (—@' §))

272
Nous avons alors : 71 = s(aar) © S(aB) €t T2 = S(aB) © 5(BD)-
Par conséquent :

1 0T2 = S(AM) ©S(AB) © S(AB) © S(BD)
Les symétries étant involutives :

1L O0T2 = SAM) © S(BD)

Puisque ABD est équilatéral, [AM] est une hauteur de ABD et par consé-
quent, s 4nr) © S(pp) est désigne la rotation de centre M et d’angle 7.

r1 0Ty est la symétrie centrale de centre M.
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2. (a) En utilisant les décompositions de la question précédente :

TloSZS(AM)OS(AB)OS(AB)

= S(AM)

et

SO0T9 = S(AB) OS(AB) OS(BD)

= S(BD)

r1 o s désigne la symétrie orthogonale par rapport a (AM)
et s ory celle par rapport & (BD) dont les ensembles de
points invariants sont respectivement (AM) et (BD).

En bleu ’ensemble des points invariants par s o o et en rouge ceux
invariants par r o s.
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