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Lien vers le sujet seul : pdf.

Probléme 1 : vrai ou faux.

46 362 _
L. 05 X515 = 0,3265 <0,333.....

La proposition est fausse.

2. * Le nombre de positions possibles pour les deux chiffres 8 est (‘Z) = (5_5—2'),2, =
10.

* Une fois placer les chiffres 8 il reste 3 emplacements & remplir avec 3 chiffres
distincts donc il s’agit de permuter ces trois chiffres. Il y a 3! = 6 possibi-
lités.

* D’aprés le principe multiplicatif le nombre total de possibilités est 10 X 6.

La proposition est vraie.

3. Déterminons si les événements sont indépendants.

* Calculons P(A n B).

P(AN B) =P(A) x PA(B)
=0,2%0,3
= 0,06

* Calculons P(B).

P(B) = P(AU B) + P(An B) - P(A)
=(1-P(AUB))+0,06-0,2
=(1-P(AnB))-014
=1-0,56-0,14
=0,3
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* Déterminons 'indépendance de A et B.
D’une part P(A)xP(B) = 0,2%0,3 = 0,06 et d’autre part P(AnB) = 0,06
donc P(A) x P(B) = P(An B).
Ainsi A et B sont indépendants.

La proposition est vraie.

. Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de parties gagnées parmi les
23.

Déterminons n tel que queP(X = 1) = 0,5.
X = % (n;0,03) donc

P(X21)=1-P(X =0)
=1- (8)0,030 x (1 - 0,03)"
=1-0,97"
Ainsi
P(X21)20,5e1-0,97"20,5
=0,97"<0,5
Puisque In est croissante :

P(X 21) 20,5 < In(0,97") < 1n(0,5)
< nIn(0,97) < 1n(0,5)

Puisque In(0,97) <0 :

(0, 5)
P(X >1)2 > )
( )2 0.5 = n> 15000

Or, en tronquant a 107, 111111((00;)57)) ~ 22,756 donc pour que P(X = 1) = 0,5 il

faut que n = 23.

La proposition est vraie.
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. Soient X la variable aléatoire comptant le nombre de fois que le chiffre 1 est
obtenu parmi les 20 lancers et Y = 6X — 15 la variable aléatoire comptant
les gains algébriques alors réalisés.

Calculons E(Y).

Pa linéarité de I'espérance :

E(Y) = 6E(X) - 15

Puisque X < % (20; 1) :

1
]E(Y)=6><20><6—15
=5

La proposition est vraie.

7. Calculons cos (1"—2 )

La proposition est vraie.

. Trouvons un contre exemple.

1, six>0

Somf:xH{ 1L siz<0
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La proposition est fausse.

9. Etudions le comportement asymptotique de f en 0.

sin(2x) o 2z
T 250 T
Dou: f(z) — 2.
x—0

La proposition est fausse.

10. Soient (a,b,c) € R® tels que P(X) = aX” + bX + c et z € Cune racine de P.

P(Z)=az +bZ+c
Or la conjugaison est un automorphisme d’algébre sur C donc :

P(Z)=az’>+bz+c

= P(z2)
=0

Ainsi si P(z) =0 alors P (z) = 0.

La proposition est vraie.

11. Calculons la somme.

4
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D’apres la relation de Chasles :
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La proposition est vraie.

12. Déterminons (E).
Soit z € C.

[(1-iv3)z=V3—i| = |(1-iV3) 2 - i(1-iV3)|
= |1- V3] x |2 - il
=2z —1|
Nous en déduisons :

[(1-iV3)z=V3-i|=2&|z-i] = L.

La proposition est vraie.

13. Etablissons une relation de récurrence pour la suite (K, ),en-

Soit k € N.
T % et x - ﬁ(ln(x))
en intégrant par parties,

"*1 sont des fonction de classe C' sur [1,e] donc,

K,

1 1 n+1l ¢ ¢ -1 1 n+1
[5 X —— (In(a) L - L S Xy (@)™ da
1 1

+
e(n+1) n+l1

Kn+1
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Ainsi : (n+ 1)K, = é + K.

La proposition est vraie.

Interprétons la fonction Python.

La fonction calcule le terme de rang n € N d’un suite géométrique de raison
2 et de terme initial ug = 1.

Donc Vk e N, uy = 2k
En particulier u, = 2* = 16.

La proposition est vraie.

Divisibilité.

Soit n € N.

n® —nn(n®=1) =nn-1)(n+1).

n® —n est le produit de trois entiers consécutifs donc, nécessairement il est
pair et divisible par 3.

Et par conséquent n® — n est divisible par 6.

La proposition est vraie.

Démontrons que la nombre n’est pas divisible par 11.

Puisque les groupe multiplicatif (Z/11Z)* est d’ordre 10 : 3°°** = 2° mod [11] =
8 mod [11].

Donc 3*°** +6=8+6 mod [11] =3 mod [11].

3%0% 1 6 nest pas congru a 0 modulo 11.

La proposition est fausse.

5lx + 39y = 3(17x + 13y) or 3 ne divise pas 1 donc il n’existe pas de couple
d’entier solution de I’équation.

La proposition est fausse.

-6-
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Raisonnons par ’absurde.

Supposons que A est rationnel.
Autrement dit il existe a« € N et b € N* tels que A = % car A > 0.
Or

_a In(2) a
A= nE "0
< bIn(2) = aln(3)

Puisque exp est une bijection de R sur R} :

a

A=b

< exp (bIn(2)) = exp (a1n(3))
- 2b - 3(1

Ce qui est impossible puisque les nombres n’ont aucun facteurs commun.

La proposition est fausse.

Soit Z(n) : «u, = (n+1)" » pour tout n € N.
Démontrons par récurrence que &?(n) est vrai pour tout n € N.
* 19 =1=(0+1)* donc 2(0) st vraie.

* Soit k € N. Supposons (k) vraie.
Or

Ups1 = Uy + 20+ 3
donc, d’aprés I’hypothése de récurrence :

Upep = (n+1)° +2n+3
=n’ +4n +4
=(n+ 2)2
Ainsi Z(n + 1) est vraie.

) ) ) 2
On a démontré par récurrence sur n € N que : Vn € N, u, = (n+1)".

La proposition est vraie.

-7-
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Probléme 2 : suites.

Partie A : étude de la fonction f.

1. Sans difficulté, avec les régles opératoires sur les limites :

1) =, 0.

T——00

Par croissance comparée :

2. Etudions les variations de f.

f est un produit d’applications dérivables sur R donc est dérivable sur R.
Soit = € R.

flz)y=e ™" —ze™®

=(l-x) "
D’ou :
x —00 1 +00
f + 0 -
0!
f 7 SN
—00 0

3. Résolvons ’équation.

fz)=z =2 " =2
=z -1)=0

—zr=0oue =1

=zxr=0o0u —x=0

L’ensemble des solutions de I’équation f(x) = z est {0}.

-8
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Partie B : étude de la suite (u,).

1. Démontrons par récurrence que u,, > 0 pour tout entier naturel n.

*ug=1>0.

* Soit k € N. Supposons u,, > 0.
f est strictement positive sur R}, d’aprés la question précédente donc :
fluy) >0, ie upeq > 0.

VneN, u, >0.

2. Démontrons par une récurrence forte que w,, > u,41 pour tout n € N,

* u1=e_1<1=u0.

* Soit k € N. Supposons que pour tout i € [0, k] u; > w41
Ainsi, et en tenant compte de la question précédente, 1 > uy > upyq > 0.
Puisque f est strictement croissante sur [0,1] : f(uy) > f(upe1). Autre-
ment dit w,.1 > Uyio-

On a démontré : Vn € N, u,, > ty,41.

(u,,) est strictement décroissante.

3. Concluons quant & la convergence de (u,,)pen-

(a) D’apreés ce qui précede (uy, )nen est décroissante et minorée donc conver-
gente. Notons ¢ € R sa limite.

(b) Puisque f est continue sur R nécessairement f(¢) = /.
Donc, d’aprés la question A.3., £ = 0.

n—+00

Partie C : étude de la suite (S,,).
1. Monotonie de (S,,),en-

Soit n € N. S,,,1 — S, =u, >0.

(S, )nen est strictement croissante.

-9-
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2. Démontrons par récurrence que pour tout n € N, u,,1 =€

0
- -5 -1 -5,
¥u =e ete Li-oUk = ¢ donc uy = e 7°.
* Soit 7 € N.
Supposons u;,1 =€

i

_ —Uis1
Uj+2 = Uj41€

D’aprés ’hypothése de récurrence :

—-S. —u,
ui+2 =e 1e i+1
- e—uq‘,ﬂ—sl
— e_Si+1
On a démontré par récurrence que
—Sn

VneN, u, =¢e

3. Etudions la convergence de (S,,),ex-

u, > 0 pour tout n € N donc la suite (In(u,)), ey est bien définie.

Puisque u,, — 0" et In(z) — —o0 donc en composant : In(u,,)
n—+00 -0

x>0

Or, pour n € N, In(u,,) =In (e_s") = -8, donc

lim,, 400 S, = +00.

Probléme 3 : équation différentielle.

1. Déterminons h.

h' est solution de I’équation différentielle linéaire homogeéne

constants d’ordre 1 : y' + 2my = 0.
Donc: Au R, Atz pe 2™
Enfin :

— —00.
n—+00
A coefficients

(e, B) € RQ, h:xe ae 2™ + S.

-10-
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2. Démontrons I’équivalence.

f'=m’f=0

o B (2)e™ + mb' (@)™ + mh'(2)e™ + m h(z)e™ = m h(z)e™ = 0
= B'(2)e™ + 2mh'(2)e"" = 0

= (h"(x) + mh’(x)) e =0

e h'(z) +mh'(z) =0

/ est solution de (F,,) si et seulement, si h est solution de (P,,).

3. Résolvons (E,,).

D’aprés la question précédente ’ensemble des solutions est formé des fonc-
tions définies par

f@) = h(z)e™
((ye—Qan +_[3) e7nz

ae "+ g™

L’ensemble des solutions de (E,,) est I’ensemble des fonctions de
la forme z — ae”™ + Be™ ot (a, B) € R%.

4. Déterminons I'expressions de z.

0,5t

D’aprés la question précédente, il existe (a, 8) € R? tel que z(t) = ae” " +

305t
De plus, d’aprés Pénoncé, z(0) = 4 et 2'(0) = 0 donc :

a+fp =4
—0,50+0,58 =0

Finalement

z(t) = 2¢” 00 4 9605t

-11-
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Probléme 4 : distance entre deux droites de I’espace.

Partie A : intersection de deux plans.

1. I suffit de vérifier que les coordonnées de A données dans la question suivante
vérifient les deux équations de plans.

2 -2
On peut également vérifier que les vecteurs normaux n| 5 | et n'| 1 |ne
-1 1
sont pas colinéaires.
Déterminons P n P'.
2c + S5y — z + 20 = 0
-2z + y + z - 8 =0
2c + by - z + 20 = O
L2 — L1 +L2 6y + 12 = 0

Nous en déduisons que l'intersection des plans n’est pas vide :

P et P' sont bien sécants.

De plus y = —2 et, par substitution, z = 2z + 10.
Nous en déduisons une représentation paramétrique de D = P N P

r=1t
D: y=-=2 , teR.
z=2t+10

2. Vérifions que A € D.

204 +5ya —24+20=2%(—=4) +5%x (=2)—2+20 =0 donc A € P.
2T s+ ysa+24—8=-2x(-4)—2+2-8=0donc A€ P
Ainsi Ae Pn P,

AeD.

Déterminons un vecteur directeur de D.

. o« . - sl
Nous pourrions choisir n A n.

-12-
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Déterminons un point B € D tel que zg = 0. On doit avoir :

5yB—ZB+20 =0
yB+ZB—8 =O

Dot : yp = —2 et zg = 10.
B(0;-2;10) € D.
Donc

—_ 4
AB| 0 | est un vecteur directeur de D.
8

3. Justifions qu’il s’agit d’une représentation paramétrique de D.

On reconnait effectivement la représentation paramétrique d’une droite.

De plus si t = 0 on obtient les coordonnées de A et si t = 4 on obtient celles
de B donc

il s’agit d’une représentation paramétrique de la droite D.

Partie B : position relative de deux droites.

1. Montrons D || A.

Des représentations paramétriques nous déduisons deux vecteurs respective-
ment de D et A :

1 0
ul0| et vl
2 1

1 0

Oro1

I =1x1+0x0=1%0donc u et v ne sont pas colinéaires.

D A.

2. Montrons que les droites ne sont pas sécantes.

Raisonnons par ’absurde en supposant les droites sécantes.

-13-
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Si elles sont sécantes alors elles ont un point d’intersection qui vérifie les deux
représentation paramétriques. Autrement dit il existe ¢ et ¢ tels que

—4t=5
—2=2+1¢
242 =1t

Donc .
t = _A_L

t=0
242t =t

La derniére équation contredit les deux premiéres. Nous avons démontré par
I’absurde qu’il n’y a pas de point commun.

D et A ne sont pas sécantes.

3. D et A ne sont ni sécantes ni paralléles donc

D et A sont non coplanaires.

Partie C : distance entre deux droites.
1. Déterminons les triplets.

Puisque I € D : At; € R, I(=4+t7;—-2;2 + 2t;).
Puisque JeA: Htj € R, J(5,2+tJ,tJ)

1 0
Comme | 0 | et v| 1 | sont des vecteurs directeurs de D et A il faut que :
2 1
g -
1J-u=0
4 -
IJ-v=0

i.e.
O—tr)X1+(@+t;) X0+ (t;—2-2t;)x2=0
O-tr)xX0+A+t;)x1+(t;j—2-2t;)x1=0

99—t +2t;—4-4t; =0
4+tJ+tJ—2—2tI=0

-14-
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|
|
ot

{ =5ty + 2ty

—2t; + 2t -2

D’ou t[ =1 puis t] = 0.

(21,91, 21) = (=3;=2;4) et (z2,y2, 22) = (5;2;0).

2. En supposant le repére orthonormé, calculons 7.J.

1J= \/(371 —x7)?+ (yr —ys)? + (21 = 2)°
=\(=3-5)2+(-2-2)2 + (4-0)2
= V96

IJ = 4+/6.
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