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Capes de mathématique de Mayotte 2023
épreuve 1.

Lien vers le corrigé seul : pdf.

Durée : 5 heures.

L’usage de la calculatrice est autorisé dans les conditions relevant de la circulaire
du 17 juin 2021 BOEN du 29 juillet 2021.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre
matériel électronique est rigoureusement interdit.

Cette épreuve est constituée de deux problémes indépendants.

Probléme 1 : suite d’intégrales.

On consideére la suite (I,,) définie, pour tout entier naturel n, par

3
I, = I (x—2)"e" da.
2

1. Calculer I.

2. Déterminer le sens de variation de la suite (I,,).
3. La suite (I,,) est-elle minorée ?

4. Etablir la convergence de la suite (I,,).

5. Exprimer [, en fonction de I,,.
En déduire les valeurs exactes de I; puis de I».

6. Soit p un entier naturel non nul.
Ecrire un algorithme, en langage Python, permettant de calculer I,

Probléme 2 : complexes et médiatrices.

Le plan est muni d’un repére (O;u,v) orthonormé direct. On considére les
points A et B d’affixes respectives z4 = 1 et zg = 2. C est le cercle de centre A et
de rayon 1. T est la tangente au cercle C au point B.

Pour tout nombre réel 6 de I'intervalle ]—m, 7], on pose z¢ = (cos + 1) +isin6.
On note My le point du plan d’affixe zg.
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Partie A.

1. Donner une équation de la droite 7.

2. Justifier que I’ensemble des points My lorsque 6 varie sur ]—m; 7] est le cercle
C.

3. Que peut-on dire du point My lorsque 8 =07

4. Les droites (OMy) et T sont-elles sécantes quel que soit le nombre réel 6
appartenant a l'intervalle ] —m;7]?

5. Soit 6 un réel non nul appartenant & Uintervalle ] — 7; «[.

Déterminez I'affixe du point N appartenant au cercle C tel que le triangle
OMyN soit rectangle en O.

Partie B.

2
0= ?ﬂ On note M le point M%w

V3

3
1. Vérifier que ’affixe du point N défini dans la question A.5 est zy = 5 i5
2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice D du segment [MN].

3. K est le point d’intersection des droites (OM) et T.
L est le point d’intersection des droites (ON) et T (on admet son existence).
Déterminez affixe du point I milieu du segment [ K L].

4. En déduire une équation cartésienne de la médiatrice D' du segment [ K L].

5. Démontrer qu’il existe un point J équidistant des points N, M, K et L.
On déterminera ses coordonnées.

Probléme 3 : géométrie dans I’espace.

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O; 27 j, l;)

On consideére les points A(—1;2;4), B(1;1;3), C(-1;3;3) et D(3;3;5).
1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

2. Démontrer que la droite (BD) est orthogonale au plan (ABC).
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Calculer le volume du tétraédre ABCD.

Déterminer une équation du plan (ACD).

. 7 est un vecteur normal au plan (ACD).

A est la droite passant par B de vecteur directeur 7.
Déterminer les coordonnées du point H intersection de la droite A et du plan

(ACD).

Déterminer l'aire du triangle ACD.

Probléme 4 : équation fonctionnelle.

On g’intéresse dans ce probléme aux fonctions f définies et continues sur R qui
vérifient la propriété (F) :

Pour touts réels z et y, f(z +y) X f(z —y) = (f(2))* x (f(y))* (E).

Partie A. Existence d’une fonction satisfaisant la propriété (F).

Soit m un nombre réel. On note f,, la fonction définie sur R par f,,(z) = ™

2
T

Justifier que la fonction f,, vérifie la propriété (F).

Partie B. Propriétés des fonctions satisfaisant la propriété (F).

1.
2.

. ) . 2 4
Résoudre dans R I’équation z° = z~.

En déduire que, si la fonction f satisfait la propriété (FE), alors f(0) €
{-1;0;1}.

Démontrer que, si f est une fonction s’annulant en 0 et satisfaisant la pro-
priété (E), alors f est la fonction nulle sur R.

Soit f une fonction satisfaisant la propriété (E).
Démontrer que, s’il existe un nombre réel non nul a tel que f(a) = 0, alors,

a
pour tout entier naturel n, f (2—n) =0.

On admet que ’on peut en déduire que f est la fonction nulle.

. On suppose maintenant que f vérifie la propriété (E) et que f n’est pas la

fonction nulle.

Déduire de la question précédente que la fonction f est soit strictement po-
sitive sur R, soit strictement négative sur R.
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Partie C. Identification des fonctions strictement positives sur R sa-
tisfaisant la propriété (F).

Soit f une fonction strictement positive sur R vérifiant la propriété (F).

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = In[f(x)].

1.

2.

Démontrer, a I’aide de la question 2. de la partie B, que g(0) = 0.
Vérifier que, pour tous réels x et y : gz +y) + g(x —y) = 2 (g(z) + g(y)).

Démontrer, & I'aide d’un raisonnement par récurrence et de la question pré-
cédente, que, pour tout n € N : g(n) = g(1) x n°.

On admet que, pour tout n € N et tout = € R, g(nz) = n’g(z).

1 1
Démontrer que, pour tout entier naturel p non nul : g (5) = @
p

En déduire que, pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p non

nul : g(g) = Z—Zg(l).

. On admet que, pour tout nombre réel z, g(z) = g(1) x z°.

En déduire ’expression des fonctions f définies, continues et strictement po-
sitives sur R qui vérifient la propriété (E).
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