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Capes de mathématique de Mayotte 2023
épreuve 1.

Lien vers le corrigé seul : pdf.

Lien vers le sujet seul : pdf.

Durée : 5 heures.

L’usage de la calculatrice est autorisé dans les conditions relevant de la circulaire
du 17 juin 2021 BOEN du 29 juillet 2021.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre
matériel électronique est rigoureusement interdit.

Cette épreuve est constituée de deux problémes indépendants.

Probléme 1 : suite d’intégrales.

On considére la suite (I,,) définie, pour tout entier naturel n, par

3
I, = J (x—2)"e" da.
2

1. Calculer I.
Calculons 1.

2~ (2 —2)%" est un produit de fonctions continues donc est continue sur
[2;3] et donc intégrable.

3
Iy = J (z—2)%" da
2

3 o
=J e’ dz
2

=[],
32
=e —e

I() = 82(6 - 1)
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2. Déterminer le sens de variation de la suite (I,,).
Etudions la monotonie de (I,,),ex-

Soit n € N.

xz = (x—2)"e" est un produit de fonctions continues donc est continue sur
[2;3] et donc intégrable.

Par linéarité de 'intégrale :

n+l x

3
In+1—In=J (z=2)""€" = (z—-2)"e" dz
2
3
=[ (z-2)"(z—-2-1)e" da
2
3
=J (r-2)"(x-3)e" da
2
Or (z—2)"e" 2 0et 2 —3 < 0 pour tout = € [2;3] donc (z—2)"(z—3)e” <0
pour tout z € [2;3].

Par positivité de l'intégrale nous en déduisons : I,,,1 — I,, < 0.
Ceci étant vraie pour tout n € N

(I, )nen est décroissante.

Nous aurions pu démontrer un peu mieux, a savoir la stricte décroissance de
([II, ) neN-

3. La suite (I,,) est-elle minorée ?
Justifions que (I,,),en est minorée.

Soit n € N.
x e (z—2)"e" est positive sur [2;3) donc, par positivité de I'intégrale I,, = 0.

(I,,))nen est minorée par 0.

4. Etablir la convergence de la suite (I,,).
Convergence de (I,,),en-

D’aprés les question précédentes, (I,,),en est décroissante et minorée donc,
d’aprés le théoréme de limite monotone,
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(I,)nen converge.

5. Exprimer I, en fonction de I,,.
En déduire les valeurs exactes de I; puis de I5.

* Etablissons une relation de récurrence d’ordre 1 pour (7,,),en-

Soit n € N.

3
L,41 = J (z - 2)n+1ew dx
2

z - (2 —2)""" et exp sont de classe C' sur [2;3] donc en intégrant par
parties :

3
Iy = [(x - 2)n+16x]3 - J (n+1)(z-2)"e" da
2 )
Par linéarité de 'intégrale :

3
Ioi=¢ — (n+1) I (x—2)"e" da
2

VneN, I, =¢ —(n+1)I,.

* calculons I et I5.

Il =e3—(0+1)10

_ P (P e?)

2
Il=e.

L=¢’—(1+1)

Iy = e — 207
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6. Soit p un entier naturel non nul.
Ecrire un algorithme, en langage Python, permettant de calculer 1,

from math import exp
def I(p):
i=exp (3) -exp (2)
for k in range(1l,p+1):
i=exp (3) -kx*xi
return 1

Probléme 2 : complexes et médiatrices.

Le plan est muni d’un repére (O;u,v) orthonormé direct. On considére les
points A et B d’affixes respectives z4 = 1 et 25 = 2. C est le cercle de centre A et
de rayon 1. T est la tangente au cercle C au point B.

Pour tout nombre réel 6 de I'intervalle ]—m, 7], on pose z¢ = (cosf + 1) +isin6.
On note My le point du plan d’affixe zg.

4
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Partie A.
1. Donner une équation de la droite 7.

Déterminons une équation de 7.

—
Puisque T est tangente a C de centre A en B, AB est normal a 7.

YB —Ya
cartésienne de T est

Or A_B) (xB - xA), i.e. A_B) ((1)) donc il existe ¢ € R de sorte qu'une équation

IxXxx+0Xy+c=0.

Comme de plus B € T les coordonnées de B vérifient les équations carté-
siennesde T : 1 Xzxg +0Xyg +c=0.
Ainsi ¢ = -2.

T: z2-2=0.

2. Justifier que I’ensemble des points My lorsque 6 varie sur ]—m; 7] est le cercle

C.
Montrons que F=C ou E ={My | 0 €] —7;7]}.

* Soit 0 €] — m;7].

MgA = |29 — 24|
= [(cos(0) + 1) + isin(0) — 1|
= | cos(0) + isin(0)|
=1
donc M, appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

Autrement dit £ c C.
* Soit M € C.

AM =1 e |zpr— 24l =1
<= A0 e]—mw], zar — 24 = cos(f) + isin(6)
= A0 e]—m7w], zpr — 1 = cos(0) + isin(0)
< F0 €] —-m 7], zpr = cos() + 1 + isin(0)
=zy €F

Ainsi : C C E.
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E=C.

3. Que peut-on dire du point My lorsque 8 =07
cos(0) + 1 +4sin(0) = 2 donc

]\/[() = B

4. Les droites (OMy) et T sont-elles sécantes quel que soit le nombre réel 6
appartenant a lintervalle | — m; 7] ?

Cherchons les valeurs de 0 pour lesquelles les droites sont paralléles.

Soit 0 €] — m;[.

* B et le point de coordonnées (2,1) appartiennent a T donc d (?) est un
vecteur directeur de 7.

— 5(0) + 1

* OM, (co;(f()@) ) est un vecteur directeur de (OMy) (vecteur non nul car

0 #m).

* (OMy) et T sont paralleles si et seulement si

det(ci,O—ZWg) =0

ce qui équivaut successivement a :

0 cos(f)+1| _ 0
1 sin(6) |~
cos(f)+1=0
cos(f) = -1

f=n mod (27)

- —
Or 0 €] -7, w[ donc det (d, OMg) # 0 et les droites ne sont pas paralléles.

Remarquons de plus que M, = O et dans ce cas (OM,) n’est pas une droite
mais un point.

Pour tout 0 €] — m;w[, T et (OMjp) sont sécantes.
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5. Soit 6 un réel non nul appartenant a Uintervalle ] — 7; «[.
Déterminez l'affixe du point N appartenant au cercle C tel que le triangle
OMjyN soit rectangle en O.

Déterminons zy.

Par construction C est circonscrit au triangle OMyN donc dire que « OMyN
est rectangle en O » équivaut successivement a :

« MyN est un diameétre de C »,

« A est le milieu de [MyN] »,
e _—

« MpA = AN »,

KZA— 29 =ZN —ZA »-

Or
2a—zg =2y —2a <= 1—=[1+cos(f) +isin(0)] =2y —1
< 2y =1 —cos(0) —isin(0)
Ainsi
OMyN est rectangle en O si et seulement si
zy =1 —cos(f) —isin(6).
Partie B.

2
0= ?ﬁ On note M le point Msz.
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1. Vérifier que ’affixe du point N défini dans la question A.5 est zy = 5 — 1

vl &

2
Calculons zy .

zy =1 —cos(0) —isin(0)

-1 2T o (27
= cos| isin| —

i-(4)-

—1

W
w[S

ZN =

2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice D du segment [MN].

Déterminons une équation cartésienne de D.

Puisque D est la médiatrice de [MN], M N est normal & D.

-8
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5

Or M(%7

que

— (o — — 1
) et MN [N TIM) el MN donc il existe ¢ € R tel
2 YN —Ym -3

D : x—\/§y+c=0.

Comme de plus A € D (A étant équidistant de M et N en tant que milieu
du segment [ M N]) on doit avoir

xA—\/gyA+c=O,

d’on ¢ = —1.
Finalement

D: xz—3y—-1=0.

. K est le point d’intersection des droites (OM) et T.
L est le point d’intersection des droites (ON) et T (on admet son existence).
Déterminez affixe du point I milieu du segment [ K L].

* Déterminons les coordonnées de K.
K € (OM) si et seulement s’il existe A € R tel que

2k = zo + Mza = 20)

Cette derniére assertion équivaut a :

2 2
T + iy = )\(1 +cos(§)) +Msin(§)

—)\+')\\/§
=g Ay

Puisque K € T nécessairement : 25 = 2 et donc A\ = 4. Enfin yx = 2v3.
* Déterminons les coordonnées de L.
L € (ON) si et seulement s’il existe A € R tel que

21, = Zo + /\(ZN - Zo)
Cette derniére assertion équivaut & :

. 3N V3
xL+zyL:7_Z)‘T

Puisque L € T nécessairement : xy, = 2 et donc \ = %. Enfin y;, = —f\/g
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¥ 2= %(zK + zy,) donc

21 =2+i2V3.

. En déduire une équation cartésienne de la médiatrice D' du segment [KL].
Déterminons une équation de D'.

Le repére est orthogonal, D' est perpendiculaire 4 T et T : x = 2, D' a une
équation de forme y = a avec a € R.

Comme [ € D'

D' : y=§\/§

. Démontrer qu’il existe un point J équidistant des points N, M, K et L.
On déterminera ses coordonnées.

Justifions lexistence d’un point équidistant & N, M, K, et L.
Procédons par analyse-synthése.

* Si un tel point J existe alors, puisqu’il est équidistant & N et & M néces-
sairement J € D et puisqu’il est équidistant & K et & L nécessairement
JeD.

Par conséquent y; = %x/g puis x; — \/§§\/§ —1=0et donc z; = 3.
. . . 2
Ainsi J(S, 3 3).

* 1l reste a vérifier que J est bien équidistant de, par exemple, N et K.

2y — 2| = \/(3—2)2+(§\/§—2\/§)2

/ 16
= 1+?

19
3
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et

J (3; 3\/3) est équidistant des points N, M, K et L.

Probléme 3 : géométrie dans 1’espace.

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O; Z, 5, l;)

On consideére les points A(—1;2;4), B(1;1;3), C(-1;3;3) et D(3;3;5).

1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Démontrons que ABC est rectangle en A.

Le repére étant orthogonal, ABC' est rectangle en A si et seulement si AB -

[—

AC = 0.
2 0

— — —_— —

Or AB|—-1|et AC| 1 |donc AB-AC =2%x0+(-1)x1+(-1)x(-1)=0.
-1 -1

Finalement

ABC est rectangle en A.

2. Démontrer que la droite (BD) est orthogonale au plan (ABC).

Démontrons ue (BD) est orthogonale aa (ABC).

* (14—B)7A_C)’) est une base de (ABC') puisque det (A_B),A_C)') # 0.

* BD # 0 donc c’est un vecteur directeur de (BD).
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* Ainsi (BD) est orthogonale a (ABC') si et seulement si BD est orthogonal
— —
a AB et a AC.
—_— — —_— —
* On vérifie aisement BD - AB=0et BD - AC = 0.

Finalement

(BD) est orthogonale a (ABC).

. Calculer le volume du tétraédre ABCD.
Calculons le volume ¥ (ABCD) de ABCD.

Puisque (BD) est orthogonale au plan (ABC), c’est la hauteur issue de D
du tétraeédre.

Par conséquent, en notant </ (ABC') I’aire du triangle ABC' :

¥(ABCD) = %BD x o/ (ABC)

Puisque ABC' est rectangle en A :

Y (ABCD) = %BD X %AB x AC
1 1
= § X 2\/§ X 5 X Va§><\ﬂz
¥ (ABCD) = 2.

. Déterminer une équation du plan (ACD).

Déterminons une équation cartésienne de (AC'D).

0 4
— —
AC| 1 |et AD|1].
-1 1
1x1-(-1)x1 2

—_— — —_— —
Donc ACAAD| —(0x1—=(-1)x4) |ie ACANAD| —4|.
O0x1-1x%x4 —4

. —_— —
Puisque, par construction, % = 2 AC' A AD est orthogonal & (ACD), il existe
d € R tel qu'une équation cartésienne de (AC'D) est

r—2y—2z+d=0.
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Comme de plus A € (ACD) : —=1-2%x2-2x4+d = 0 et donc nécessairement
d=13.

Une équation cartésienne de (ACD) est z — 2y — 2z + 13 = 0.

. 7 est un vecteur normal au plan (ACD).
A est la droite passant par B de vecteur directeur 7.
Déterminer les coordonnées du point H intersection de la droite A et du plan

(ACD).
Déterminons les coordonnées de H.

1

u| —2 | construit au cours réponse précédente est un vecteur directeur de A
-2

d’oll une représentation paramétrique :

r=1+1t
A y=1-2t , teR.
z=3-2t

H € A donc il existe t € R tel que

g =1+ty

yg =1-=2ty , (1).
ZH=3—2tH

Comme H € (ACD) : xyg — 2yy — 2z + 13 = 0 et en substituant d’aprés
(1) :
1+ty —2(1—2ty) —2(3—2ty) + 13 = 0.

Enfin ty = —% et en évaluant dans (1) :

)-

—
w

H(

Wl

W=
|

. Déterminer l’aire du triangle ACD.
Calculons laire &/ (ACD) de ACD.
Puisque [ BH] est la hauteur de ABCD issue de B :

¥(ABCD)

A(ACD) = —2=
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Le repére étant orthonormé, BH = \/(% - 1)2 + (Z — )2 + (E — 3)2 =2et

3 3
donc :
2
o (ACD) = 1.

Probléme 4 : équation fonctionnelle.
On s’intéresse dans ce probléme aux fonctions f définies et continues sur R qui

vérifient la propriété (E) :

Pour touts réels a et y, f(z +y) X f(z = y) = (f(2))* x (f(y))* (B).

Partie A. Existence d’une fonction satisfaisant la propriété (F).

2
Soit m un nombre réel. On note f,, la fonction définie sur R par f,,(z) = ™"

Justifier que la fonction f,, vérifie la propriété (E).
Justifions que f,, vérifie (E).

fm est définie est continue sur R et pour (z,y) € R? :

m(z+y)? m(z—y)?

fm(93+y)><fm(33—y)=e Xe

2 2 2 2
mz”+2mzy+ mz” —2mzy+
e yty X e yty

ma> 2may y2 ma> —2mzy

=e xXe Xe” Xe xXe

2

x e’

2max 2my2

2
=€ Xe

() = (o)

= (fn(@))* X (frn(y))?

0
Xe

fm verifie (F).
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Partie B. Propriétés des fonctions satisfaisant la propriété (F).

1. Résoudre dans R ’équation 2t =2

Reésolvons I'équation proposée.

4 2 4 2
v =x =xr —x =0

= 2’2" -1)=0

s (z-D(@+1)=0

L’ensemble des solutions de I’équation est {0;1; —1}.

2. En déduire que, si la fonction f satisfait la propriété (E), alors f(0) €
{-1;0;1}.

3. Démontrer que, si f est une fonction s’annulant en 0 et satisfaisant la pro-
priété (E), alors f est la fonction nulle sur R.
Montrons que si f vérifie (E) alors f(0) € {-1;0;1}.

Sif \QIériﬁe (EQ') alors, en particulier, pour x = y = 0 nous avons : f(0)x f(0) =
f(0)” x f(0)".
Autrement dit £(0)% = £(0)* et d’aprés la question précédente :

f(0) € {-1;0;1}.

4. Soit f une fonction satisfaisant la propriété (E).
Démontrer que, s’il existe un nombre réel non nul a tel que f(a) = 0, alors,

pour tout entier naturel n, f (;in) =0.

On admet que ’on peut en déduire que f est la fonction nulle.
Soit a € R tel que f(a) = 0.

Démontrons : Vn € N, f (zi) = 0.

Notons £(n) : « f(2%) = 0 et démontrons par récurrence que Z2(n) est
vraie pour tout n € N.

* f(;%) = f(a) = 0 donc £(0) est vraie.
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* Soit n € N. Supposons que Z(n) est vraie et démontrons qu’alors &2 (n+1)
I’est aussi.

Puisque f vérifie (E) :

Ainsi Z(n + 1) est vraie.
Nous avons démontré par récurrence que

si f(a) =0 alors : Vn € N, f(Q%) = 0.

5. On suppose maintenant que f vérifie la propriété (F) et que f n’est pas la
fonction nulle.
Déduire de la question précédente que la fonction f est soit strictement po-
sitive sur R, soit strictement négative sur R.

Raisonnons par ’absurde.
Supposons que f n’est ni strictement négative ni strictement positive.

S’il existe a € R tel que f(a) = 0 alors, d’aprés la question précédente f est
la fonction nulle ce qui est impossible.

Sinon il existe (o, 3) € R? tel que a < B et f(a)f(B8) < 0. Puisque f est
supposée continue, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires : da €

Jo, B[, f(a) = 0.

Dans ce cas, d’aprés la question précédente f = 0 ce qui est impossible.

Dans les deux nous obtenons une contradiction.
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f est soit strictement positive, soit strictement négative.

Partie C. Identification des fonctions strictement positives sur R sa-
tisfaisant la propriété (F).

Soit f une fonction strictement positive sur R vérifiant la propriété (F).

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = In[f(x)].
1. Démontrer, a 'aide de la question 2. de la partie B, que ¢g(0) = 0.
Calculons ¢(0).

D’aprés la question B.2), f(0) € {—1;1;0} or f est strictement positive donc
=0.

£(0) = 1. Enfin In o £(0)

g(0) = 0.

2. Vérifier que, pour tous réels z et y : g(z +y) + g(x —y) = 2(g(z) + g(v)).
Soient x et y des réels.
Démontrons que g(x +y) + g(x —y) =2 (g(x) + g(y)).

Puisque f est strictement positive et vérifie (E) :
In (f(z+y) X fz=y)) = ((f(@)*x (f()?)

Nous en déduisons :

Inof(z+y)+Inof(zr—y)=2Inof(x)+2Inof(y)

Ainsi

V(z,y) € R, gz +y) +g(z—y) =2(g(x) + g(y)).

3. Démontrer, & I'aide d’un raisonnement par récurrence et de la question pré-
cédente, que, pour tout n € N : g(n) = g(1) x n’.

Démontrons par une récurrence double que l'assertion 2(n) : « g(n) =
n?(1) » est vraie pour tout n € N.
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(a) ¢g(0) =0 d’apres C.1. donc g(0) = g(1) x 0% est vraie.
Clairement ¢(1) = g(1) x 1%,
Ainsi 2(0) et 2(1) sont vraies.

(b) Soit n € N tel que n = 2. Supposons que 2(n — 1) et 2(n) sont vraies.
Démontrons que 2(n + 1) est vraie.

D’apres C.2.
g(n+1) +g(n-1) =2(g(n) +g(1))
D’ou
g(n+1) =2g(n) +29(1) —g(n - 1)

D’aprés 'hypothése de récurrence :

g(n+1) =2n"g(1) +29(1) = (n - 1)%¢(1)
= (20" +2- (n—1)*) 9(1)
= (n2 +2n + l)g(l)
= (n+1)°g(1)

Ainsi 2(n + 1) est vraie.

(c) Nous avons démontré par une récurrence double que

Vn €N, g(n) =ng(1).

4. On admet que, pour tout n € N et tout z € R, g(nz) = n’g(z).

1 1
Démontrer que, pour tout entier naturel p non nul : g ( 5) = @
D
En déduire que, pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p non

ny n
nul : g(ﬁ) = Fg(l).
* Soit p € N*,

1) - g()
Montrons que g (p) =7
D’apreés ’énoncé (pour x = % et p=mn)ona: g<p113) = ng (%)
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Donc

* Soit (n,p) € N x N,

o(5)=re(3)

51
=n"—g(1)
p

V(n,p) €NxN', g(2) = %9 (1).

P

5. On admet que, pour tout nombre réel z, g(z) = g(1) x 2°.
En déduire I'expression des fonctions f définies, continues et strictement po-
sitives sur R qui vérifient la propriété (F).

Déterminons I'expression de f.

Soit x € R.

f(x) = expog(x)
exp (g(1)z")

Les fonctions f définies, continues et strictement positives sur R
2

qui vérifient la propriété (E) sont celles de la forme 2 = ™ ot
a € R.
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