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L’usage de la calculatrice est autorisé dans les conditions relevant de la circulaire

du 17 juin 2021 BOEN du 29 juillet 2021.
L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre

matériel électronique est rigoureusement interdit.

Cette épreuve est constituée de deux problémes indépendants.

Notations.

N désigne I’ensemble des entiers naturels.

N* désigne I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Q désigne ’ensemble des nombres rationnels.

R désigne I’ensemble des nombres réels.

R} désigne Iensemble des nombres réels strictement positifs.

Probléme n°1 : vrai-faux.

Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse puis
justifier la réponse donnée. Toute réponse « vrai » ou « faux » non argumentée ne
sera pas prise en compte.

I Analyse.

Ici [a;b] désigne un intervalle de R avec a < b.

1. Une fonction f définie sur R n’est pas paire si, et seulement si, pour tout x
dans R, f(x) # f(—=z).

L’assertion est fausse.

Pas de démonstration possible : il s’agit d définition de I'imparit

La condition :
Vr eR, f(z)#+ f(-x).
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est suffisante pour affirmer que f n’est pas paire mais elle n’est pas nécessaire.
En effet, si f n’est pas paire alors

dz e R, f(x) # f(—x).

. Soit f une fonction définie et continue sur [a;b] et & valeurs dans [a;b].
L’équation f(z) = x admet au moins une solution dans 'intervalle [a;b].

L’assertion est vraie.

Si f(a) = aou f(b) = b alors I’équation f(x) = x admet une solution.
Supposons f(a) # a et f(b) # b.

Puisque f(a) € [a;b] et f(a) # a alors f(a) —a > 0. De méme f(b) —b < 0.
2+ f(x) — x est continue sur [a;b] et f(a) —a > 0et f(b) —b < 0 il existe
xo €la; b tel que f(z¢) — 29 = 0.

Dans tous les cas ’équation f(z) = x admet une solution.

. Soient deux fonctions f et g définies et continues sur [a;b] et & valeurs dans
R

T b b
Si I f(z) dz > J g(x) dz, alors pour tout x € [a;b], on a f(x) > g(x).

a

L’affirmation est fausse.

c [0 - R [ [0;1] - R

Slf.{ - - 3r— 1 et g: o -0

Comme J'Ol flz) dzx = g et Iol g(x) dx = 0 on a bien I: flz) dz > Lfg(x) dax.
Et pourtant f(0) < ¢(0).

. Si la valeur moyenne d’une fonction continue sur un intervalle est nulle, alors
la fonction est nulle sur cet intervalle.

L’affirmation est fausse.

ﬁ J_ll x dx = 0 et pourtant = = = n’est pas identiquement nulle.
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5. Les solutions de ’équation différentielle y" - 3y' + 2y = 2 sont les fonctions
x - kexp(2z) + 1

ol k désigne un nombre réel quelconque.

L’affirmation est fausse.

La fonction g : x = e” + 1 est solution de I’équation différentielle.

Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe & € R tel que g(x) =
kexp(2z) + 1.

Nous aurions alors, pour tout x € R,

“+1l=ke®+1
1= ke®

ce qui est impossible.
Nous avons démontré par I’absurde que g, qui est bien solution de ’équation
différentielle, n’est pas une fonction de la forme x — kexp(2x) + 1.

Il manque des solutions de I’équation différentielle dans I’énoncé.

6. La négation de I’assertion « toute suite réelle majorée converge » est « il existe
des suites réelles minorées qui ne convergent pas ».

L’affirmation est fausse.

La négation, par exemple, de « suite majorée » n’est pas « suite minorée ».
En effet dire que (u, )nen est majorée c’est dire

AM eR, VneN, u, <M

or sa négation est
VM eR, dn €N, u, > M,

alors que dire que la suite est minorée par M s’exprime par

dM eR, VneN, u, > M.

La négation de la premiére phrase est « il existe une suite réelle majorée et
divergente ».

-3-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2023 épreuve 1

1
0"’
La suite (u,)nen converge vers un nombre réel strictement plus grand que 1.

7. Soit la suite (u,,),en définie par u,, =1 — % + 7% — et

L’affirmation est fausse.

On reconnait dans u,, la somme des n + 1 premiers termes dune suite géomeé-
. e . 1
trique de terme initial 1 et de raison - donc

1\n+l
_1-(+9)
Puisque —% e]l-1;1] :

et donc 1
lim w, = T =
n—+00 1 + ?

< 1.

ool =3

8. Un cycliste parcourt 40 km la semaine 0. Il décide que, chaque semaine, il
parcourra 5 km de plus que la distance parcourue lors de la semaine précé-
dente.

La fonction seuil présentée ci-dessous, écrite en langage Python, permet de
déterminer le numéro de la semaine ou la distance totale qu’il aura parcourue
sera supérieure  un nombre n donné.

1 def seuil(n) :

k=0

u=40

S=40

while S<n :
k=k+1
S=S+u+5

return k

0~ O Ut W

L’affirmation est fausse.

La variable u est censée représentée la distance parcourue lors de la semaine.
u devrait augmenter lors de ’exécution de la boucle et ce n’est pas le cas. Il
manque une incrémentation de u.

4
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* A la fin de la semaine 2 la distance parcourue en km est de 40 + (40 +5) +
(40 +5+5) = 135.

* Par conséquent I'instruction seuil(134) devrait renvoyer 2.

Or
n | k| u S S<n

1| 134
21134 |0
31134 | 0| 40
4] 134 | 0 | 40 | 40
51134 | 0 | 40 | 40 1
6134 | 1|40 | 40 1
71134 | 1|40 | 85 1
511341140 | 85 1
6| 134 | 2 |40 | 85 1
71134 | 2| 40 | 130 1
5| 134 | 2 | 40 | 130 1
6| 134 | 3 | 40 | 130 1
71134 | 3 | 40 | 170 1
51134 | 3|40 | 170 0
8

donc le programme ne renvoie pas 2 comme attendu.

II Géométrie.
9. Etant donnés trois points A, B et C' du plan, la contraposée de ’assertion

ABC est un triangle rectangle en A = AB® + AC® = BC?

est
AB? + AC® = BC? = ABC est un triangle rectangle en A.

L’affirmation est fausse.

L’assertion proposée n’est pas la contraposée mais la réciproque de la pre-
miére assertion.

10. On se place dans un plan vectoriel P muni d’un produit scalaire noté (- | .)
et d’une norme associée notée || . ||. Soient x et y dans P tels que ||z|| = ||y]|-

Les vecteurs x + y et x — y sont orthogonaux.
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L’affirmation est vraie.

Par bilinéarité du produit scalaire :

(z +ylr —y) = (z]2) — (=]y) + (ylz) — (yly)
Puisque ||.|| est associée & (.|.)

(z +yle = y) = llzll* = (z[y) + (ylz) = llyll*
Par symétrie du produit scalaire :

(z+ylz —y) = ll2]I” = (zly) + (2]y) = [ly|I”
Comme |[z]| = |y]| :

(z+ylz—y)=0

On se place dans un plan vectoriel P muni d’un produit scalaire noté (. | . ).
Pour tous vecteurs z, y et z de P, on a

(z]2) = (ylz) = =z = .

L’affirmation est fausse.

Donnons un contre-exemple.

Soit z € P\ {0}.

Il existe x € P\ {0} qui appartienne & 'orthogonal de z.

Notons enfin y = —z.

Par construction (z]z) = 0 et (y|z) = 0 donc (z]2) = (y|z) et pourtant = # y.

Dans le plan affine euclidien muni d’un repére cartésien orthonormé, on consi-
dere les points A(—4,1), B(3,0) et C(5,4).
La médiatrice de [AC] a pour équation x +y = 3.

L’affirmation est fausse.
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Notons d : x +y = 3.

Bedcar3+0=3.

B appartient a la médiatrice de [ AC] si et seulement si AB = BC.

Or, le repére étant orthonormé, AB = ||A—B)|| = \/[3 — ()P +(0-1)2 =
5v2 et, de méme, BC' = 2v5 donc B n’appartient pas a la médiatrice de
[AC].

Enfin nous en déduisons que d n’est pas la médiatrice de [AC].

Dans le plan affine euclidien muni d’un repére cartésien orthonormé, 1’en-
semble des points d’affixe z tels que |z — 2| = |z + 1] est réduit au point
d’affixe %

L’affirmation est fausse.

Traduisons en géométrie affine le probléme : on recherche les points M d’affixe
z qui sont équidistants des points A, d’affixe 2, et B, d’affixe —1.
L’ensemble des points recherchés forment la médiatrice de [ AB].

Il n’y a pas unicité de la solution au probléme.

Dans le plan affine euclidien orienté muni d’un repére cartésien orthonormé
direct d’origine O, on considére les points A et B d’affixes respectives v/3 — i

et V3 +i.

—_— — e
L’angle orienté (OA, OB) mesure = modulo 27.

L’affirmation est vraie.

Il suffit d’'un schéma pour s’en convaincre et vraisemblablement justifier la
réponse (théoréme de Thalés et valeurs remarquables de sinus et cosinus).

-7-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2023 épreuve 1

DO =

o

[GRESS

(0_1)4,O_B)) = arg(ZB — Zo) mod (27)

ZA T 20

ZB — 20 _ V3+i
Za=Z20 3
(V3+3) (V3 +3)
(V3—i) (V3 +1)
) V32 +2v3i-1
N
2+ 2v/3i
4

V3.
+72

mod (27)

N —
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donc
(04,08 = arg(g + i) o 2
= arg (e 3) mod (27)
= % mod (27)

Dans ’espace affine euclidien, muni d’un repére cartésien orthonormé, le plan
P d’équation z — 2y + 3 = =5 et la droite D de représentation paramétrique
r==-2+t
y=—t (t € R) sont perpendiculaires.
z==-1-t¢

L’affirmation est fausse.

1 1

n| —2 | est un vecteur normal au plan P et d| =1 | est un vecteur directeur
3 -1

de D

P et D sont perpendiculaires si et seulement si d et 7 sont colinéaires (nous
sommes dans un espace de dimension 3).

-1 -1
|
D ne sont pas perpendiculaires.

’ =4 # 0 donc d et 7 ne sont pas colinéaires. Par conséquent, P et

Matrices.

La matrice (0 est inversible et diagonalisable dans My (R), espace des

10
matrices a coefficients réels a 2 lignes et 2 colonnes.

L’affirmation est vraie.

Le polyndme caractéristique de A = ((1) (1]) est xa(X) = det(A-X1I,) =
-X 1] e _
‘1 _XI—X —1=(X-1)(X+1).
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Le polynéme caractéristique étant un polynéme annulateur de A, nous pou-
vons affirmer que nous avons trouver un polynéme annulateur scindé simple
de A donc A est diagonalisable.

Les valeurs propres de A étant non nulles (1 et —1) A est inversible.

Si A et B sont des matrices carrées a n lignes et n colonnes telles que AB = 0,
alors A ou B n’est pas inversible.

L’affirmation est vraie.

Raisonnons par I’absurde en supposant que : AB = 0 et A et B sont inver-
sibles.
Nous en déduisons

A'AB=A4""
B=0

ce qui contredit le fait que B est inversible.
On a démontré par 'absurde que si AB = 0 alors A ou B n’est pas inversible.

Pourcentages.

En 2019, le prix du tabac a augmenté de 12 %, en 2020 de 16 %, en 2021 de
7 %.
L’augmentation du prix du tabac de 2019 a 2021 a été de 35 %.

L’affirmation est fausse.

Les augmentations de 12 %, 16 % et 7 % correspondent & des coefficients
multiplicateurs respectivement de 1,12, 1,16 et 1,07.

Le coefficient multiplicateur global pour ces trois évolutions est donc de 1, 12%
1,16 x 1,07 = 1,390144.

Autrement il s’agit d’'une augmentation globalement d’approximativement
39 %.

Armelle et Boris ne suivent pas les mémes enseignements. La semaine 1,
Armelle a réussi 50 % des exercices qu’elle a traités et Boris 90 % des exercices
qu’il a traités. La semaine 2, Armelle a réussi 20 % des exercices qu’elle a
traités et Boris 40 % des exercices qu’il a traités.
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Sur ’ensemble de la quinzaine, Boris a nécessairement réussi un plus grand
)
pourcentage d’exercices traités qu’Armelle.

L’affirmation est fausse.

Donnons un contre-exemple.

Semaine 1.
Armelle | Boris
Nombre d’exercices 1000 10
Nombre de réussite 500 9
Semaine 2.

Armelle | Boris
Nombre d’exercices 10 1000

Nombre de réussite 2 400
. it 0 500+2 - _9+400
La proportion de réussite d’Armelle est Tooos1o €t celle de Boris 7527000

V  Arithmétique.

20. Soit n un entier naturel.

21.

3 .
n~ —n est pair.

L’affirmation est vraie.

n*—n=nn’-1)=nn+1)(n-1).

Le produit de trois entiers consécutif contient forcément un nombre pair donc
ce produit est pair.

Soient un entier relatif z et un entier naturel non nul n.
Siz® =9 [n]alors z=3[n]ouz=-3[n]

L’affirmation est fausse.

Donnons un contre-exemple.
6% =9 [27].
6 #3[27] et 6 #-3[27].
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Dénombrement.

Le nombre de parties d’un ensemble & 10 éléments est égale a 100.

L’affirmation est fausse.

Le nombre de parties d’un ensemble fini F de cardinal |E| = 10 est 9lBl =
2'% = 1024.

Etant donné un entier naturel n supérieur ou égale & 3, on trace dans un plan
n droites de sorte qu’il n’existe pas parmi elles deux droites paralléles ni trois
droites concourantes.

n(n—1)(n—-2)

Le nombre de triangles ainsi obtenus est égale a 6

Probabilités.

On choisit un numéro ente 1 et 6. On lance un dé équilibré a 6 faces jusqu’a
I’obtention du numéro choisi.

La probabilité de devoir effectuer au moins 3 lancers pour obtenir le numéro
2

choisi est @

L’affirmation est vraie.

Supposons, par exemple, que le numéro choisi est le 6.

Il faut donc calculer la probabilité de I’événement A : « le 6 n’est pas obtenu
lors des deux premiers lancers ».

Modélisons I'expérience avec Q = [1, 6ﬂ2, pour la tribu (nous sommes dans le
cas fini) Z(Q)) convient et la loi est la loi uniforme sur  (puisque les lancers
sont indépendants et que chacun est régi par 1’équiprobabilité).

A est formé des éléments de [1,5]* done |A] = |[1,5]]° = 5°.

De méme || = 6%,

Puisque la loi est celle de I’équiprobabilité :

=

P(A)

2

| <%

D
N
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25. Soient A et B deux événements de probabilité non nulle dans un espace
probabilisé (2, A, P).
A et B sont indépendants si et seulement si A et B sont indépendants.

L’affirmation est vraie.

équivaut successivement a

(1-P(A)(1-P(B))=1- P(AUB)
1 - P(A)P(B) - P(A) - P(B) = 1 — (P(A) + P(B) — P(A N B))
1 - P(A)P(B) — P(A) - P(B) = 1 — P(A) — P(B) + P(A n B)
P(A)P(B) = P(An B)

Probléme n° 2 : équations fonctionnelles.

I Quelques résultats classiques.
Dans cette partie, qui traite de points élémentaires, un soin particulier devra
étre apporté a la rigueur et a la précision des arguments donnés.
1. Dérivabilité.
Soient un intervalle I de R, non vide et non réduit & un point, une fonction
f:I > R et un élément a de I.

(a) Donner une définition de l'assertion « f est dérivable en a ».

f est dérivable en a si et seulement si

f@ =i,

T—a r—a

d/ e R,

(b) On suppose que f est dérivable en a et on note f’(a) le nombre dérivé
de f en a.
Démontrez que f admet un développement limité d’ordre 1 en a, qui est

f(a) = f(a) + (x = a)f'(a) + g(x)

-13-
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ol g est une fonction négligeable devant x — x — a en a. On pourra

considérer la fonction € : I — R définie par e(z) = W - f(a)
sixz#aete(a)=0.

Démontrons que f, dérivable en a, admet un développement limité
d’ordre 1 en a.

Si z = a ’égalité est triviale sinon avec la notation de ’énoncé, pour
tout = dans un voisinage de a et z # a

o) = H9) iy = ()

ce qui équivaut successivement & :

f(@) = f(a) = f'(a)(x = a) = (x - a)e(x)
f(@) = fa) + f(a)(z = a) + (x - a)e(x)

Et comme f est dérivable en a e(z) — 0.
r—a

f admet un développement limité d’ordre 1 en a.

i. Démontrer que si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Supposons f dérivable en a et
démontrons que f est continue en a.

D’aprés la question précédente, pour z dans un voisinage de a :

f(x) = f(a) + f'(a)(x = a) + (x - a)e(x)

ot e(x) — 0.
r—a

En passant a la limite dans la précédente égalité :
f(@) — f(a).

Autrement dit

f est continue en a.
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ii. Donner, sans démonstration, un contre-exemple pour l’assertion ré-
ciproque.

La fonction valeur absolue est continue sans étre
dérivable en 0.

(d) Soit g : I —» R. Démontrer que si f et g sont dérivables en a alors fg
Iest aussi. Expliciter (fg¢)'(a).

Supposons f et g dérivables en a et
démontrons que fg est dérivable en a.

D’apres 1.(b)

f(@) = f(a) + (z = a)f'(a) + (x = a)er ()

et
g(x) = g(a) + (z = a)g'(a) + (z — a)ez(x)

donc

(f9)(x) = f(x)g(x)
= (fla) + (z = a)f'(a) + (z — a)e1 (2)
x (g(a) + (x = a)g'(a) + (x = a)es(2))
= f(a)g(a) + (z = a) [ f'(a)g(z) + f(2)g'(a)] + (x = a)e(x)

en notant

£(@) = (2 - ) f'(a)g'(a) + 2(2) (f(a) + (z = ) f'(a) + (& = a)en ()
+e1 (g0a) + (2 - )g'(0) + (& — a)ea (@)
Remarquons que e(x) — 0.

Donc, pour = # a :

Yad) 2 U _ ptayg(a) + fa)g' @) + <(a)
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et en passant a la limite

YD 9@, ayga) + f(a)g'(a)

Autrement dit

fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Soient J un intervalle de R tel que f(I) C J et une fonction g : J — R.
Démontrer que si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), alors
g o f est dérivable en a. Expliciter (g o f)'(a).

Supposons f dérivable en a et g dérivable en f(a) et
démontrons que g o f est dérivable en a.
D’aprés 1.(b)

f(x) = f(a) + (z = a)f'(a) + (z — a)ey(2)

et
9(y) = g (f(a)) + (y = f(a))g (f(a)) + (y = f(a))ea(y)

donc
go f(z)=g(f(x))
Comme f(a) + (z — a)f’(a) + (z—a)e(x) — fla):
go f(z) = g(f(a)+ (x = a)f'(a) + (z - a)ey(2))
= g(f(@) + (f(a) + (z = a)f'(a) + (z = a)z; () = f(a)) g' (£(a))
+(f(a) + (z = a)f'(a) + (z = a)es(2) = f(a))
ez (f(a) + (z = a)f'(a) + (z = a)e1 (2))
= g(f(a)) + (x = a)f(a)g (f(a)) + (z - a)e(x)

en notant

£(x) = ¢ (f(a)) &1 ()
+(f@) +1(2)) 5 (fla) + (& = a)f'(a) + (& = a)es ()
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Comme :

92J@29° 1D _ payg (f(a)) = (@) — 0.

on a

g o f est dérivable en a et (go f) (a) = f'(a) X ¢' o f(a).

2. La fonction logarithme népérien.

1
On appelle fonction logarithme népérien I'unique primitive de = — 7 sur R
s’annulant en 1, on la note In.

1
Ainsi In est dérivable sur RY, on a In'(z) = 7 et In(1) = 0.

L’objectif de cette question 2. est de démontrer des propriétés élémentaires
du logarithme népérien, dont la plupart figurent au programme de Terminale.
A ce stade, ces propriétés sont supposées me pas encore avoir €té établies.
De méme, la fonction exponentielle de base e n’est pas supposée avoir été
introduite et ne pourra étre utilisée.

(a) Démontrez que pour tout (z,y) € (Ri)z, on a In(zy) = In(z) + In(y).
On pourra considérer, pour y € Ry firé, la fonction o définie sur R}
par

¢(z) = In(zy) — In(z) - In(y).

Soit y € R.
Démontrons que ¢ est constante.

* - In(x) est dérivable d’aprés ’énoncé, par construction,

* par composition avec la fonction affine x — yz, elle-méme dérivable
* N * ) N . 2N

sur R et a valeurs dans R}, d’aprés ce qui précéde, z — In(zy) est

dérivable surR7,

la fonction constante z — —In(y) est dérivable,

les combinaisons linéaires de fonctions dérivables sont dérivables (par

passage & la limite dans les taux de variation),

donc ¢ est dérivable sur Riet pour tout = € R} :

|

'(z)

1l

S 8
<
|
ST,
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Puisque ga' = 0 sur intervalle ]0, +00[, ¢ est constante sur R}.
De plus (1) = 0 donc ¢ = 0.
Nous avons démontré que

pour tout (z,y) € (Ri)Z, In(zy) = In(x) + In(y).

(b) En déduire que, pour tout = € R} et tout n € N*, on a In(z") = nln(z)

ot ln(%) - —In(z).

* In(z') = 1ln(z). D’aprés la question précédente, In(z?) = In(x) +
In(x) = 2In(z) puis par une récurrence immédiate

Vn € N*, In(z") = nln(z).

* D’aprés la propriété démontrée en 2(a), pour x € R} :

ln(:cx %) =1n(x)+ln(%)
ce qui équivaut A :
In(1) = In(x) + ln(%)
—m(%) = In(x)

Yz € R}, ln(%) = —In(x).

(c) Le but de cette question est de déterminer toutes les fonctions g : R} —
R dérivables sur R} telles que, pour tout (z,y) € (Ri)Q, on a g(xy) =
g(x) + g(y)-

Soit g une telle fonction.

i. Déterminer g(1).

Déterminons g(1).
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Ona g(1x1)=g(1)+g(1) autrement dit g(1) = 2¢(1), R étant de
caractéristique différente de 2,

g(1) =0.

Démontrer que, pour tout (z,y) € (Ri)z, ona g (zy) = i

Soit y € R}.

g(z
Y

N

Montrons : Yz € R, ¢'(zy) =

g est dérivable donc, par composition, x — g(xy) est également
et, pour tout = € R},

d g(uy) — '(.’L' )

d’ou, en dérivant, par rapport a z, dans I’égalité g(zy) = g(z) +
9(y) : . ,
YV € Ry, yg (zy) = g ().

Ainsi nous avons démontré que

*12 "(x
V(z,y) € (RY)", ¢'(ay) = L2,

En déduire qu’il existe une constante ¢ € R telle que, pour tout
i C
yERL, onag(y) =

D’aprés ce qui précéde : Yy € RY, g'(y) = %‘

Donc

AceR, g'(y) = o

Déterminer ensemble des fonctions g dérivables sur R} qui sont
solutions de ’équation fonctionnelle g(xy) = g(z) + g(y).

Déterminons 'ensemble des solutions.
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Nous avons établi que si g est dérivable et vérifie ’équation fonc-
tionnelle alors, il existe ¢ € R tel que ¢' : z -

Puisque ¢' est continue sur RY, et puisque g(1) = 0 nous en dédui-
sons que g : x > Lx f dt. Autrement dit, par linéarité de l'intégrale,
g =cln.

Réciproquement nous avons démontré en 2(a) que la fonction In
vérifie bien I’équation fonctionnelle (le cas ¢ = 0 ne pose pas de
probléme) donc

I’ensemble des fonctions dérivables sur R solutions de
léquation g(x +y) = g(z) + g(y) est {cIn | c € R}.

, . . *
Démontrer que In est strictement croissante sur R, .

In'(z) = i, pour tout z € RY, donc In' > 0 sur RY.
Enfin

. . *
In est strictement croissante sur R, .

A
Soit A € R. Aprés avoir vérifie qu'il existe n dans N* tel que n = o

démontrer que, pour tout nombre réel z tel que = = 2", In(z) = A.

R est archimédien et In(2) > In(1) = 0, car In est strictement croissante,

donc
IneN", nin(2) = A

Enfin puisque In(2) > 0

A

*
> =
dneN' |, nz MOk

Soit = € R tel que = = 2" > 0.
Par croissance du logarithme

D’apreés 2.(b) :

In(z) = nln(2)
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Orn= ﬁ donc

A
In(z) = ) In(2)

In(z) =z A

VreR, 222" = In(z) = A

(f) Expliciter les limites de In en +o0o et 07.
* Déterminons I’éventuelle limite de In en +00.
Nous avons établi & la question précédente
VAER, neR, z2n=In(z) = A,

oun=2"
Autrement dit

In(x) — +o0.
T—+00

* Déterminons 1’éventuelle limite de In en 0.

D’aprés la question 2.(b), pour tout z € R} :

=2,

— — +00
T z-0
>0

donc, par composition, d’aprés le point précédent

x—0
x>0

1
ln(—> — +00.
T

Finalement

In(z) — —oo.
x—0
x>0
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Démontrer que In réalise une bijection de R sur R.
(g) q ] +
Démontrons que In réalise une bijection de R} sur R.

D’apres 1.(c) In est continue, d’aprés 2.(d) In est strictement croissante
donc, d’aprés le théoréme de la bijection In réalise une bijection de R
vers Jlim,_o+ In(z), lim,_, 40 In(z)[.

Enfin d’apreés la question 2.(f)

In réalise une bijection de R} sur R.

(h) Démontrer que pour tout (a,b) € (Ri)Q, ona

ln(aib) = lna;-lnb & a” +b° = 14ab.

Soit (a,b) € (Ri)Q.

, 2 2
Démontrons : ln("zb) = W = a” +b° = 14ab.

| a+b) Ina+lInbd
T )T T 2

équivaut successivement a

2ln(azb)—ln(a)—ln(b) -0

h{(“ 1 bﬂ “In(a) = In(b) =0 daprés 2.(b)

(a+b)” -
ln( Toah | = 0 d’apres 2.(a) et (b)
Puisque In est bijective (d’aprés 2.(g)) et puisque In(1) = 0 par construc-
tion la précédente égalité équivaut encore succesivement a

(a+0b)?
16ab
(a+ b)2 = 16ab

a® + 2ab + b = 16ab

=1
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Nous avons démontré

V(a,b) € (R})", In(22) = lmatind o 2 4 p? = 14ab,

ITI Premiére équation fonctionnelle de Cauchy.

On dit qu’une fonction f : R — R définie sur R est additive sur R si, pour tous
nombres réels = et y,

f@+y) = f(2)+ f(y).

On se propose de déterminer, par deux méthodes différentes, ’ensemble des
fonctions f additives et continues sur R.

3. Résultats préliminaires.
Soit f une fonction définie et additive sur R.

(a) Déterminer f(0).
Déterminons f(0).

Par additivité :

f(0+0) = £(0) + f(0)

Autrement dit

f(0) =2£(0)
0= f(0)
£(0) = 0.

(b) Démontrer que f est une fonction impaire.

Montrons que f est impaire.

* Le domaine de définition de f, R, est symétrique par rapport a 0.
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* Soit ¢ € R.

f@+(-2)) = f(2) + f(-2) = f(0) = f(2) + f(-2)

D’aprés la question précédente :

fla+ (=2)) = f(x) + f(=2) = 0= f(2) + f(~2)
= ~f(z) = f(~a)

Finalement

f est impaire.

Démontrer que, pour tout entier naturel n et tout nombre réel z, f(nx) =

Soit P(n) : « Vx € R, f(nx) =nf(x)».

Démontrons par récurrence sur n que P(n) est vraie pour tout n € N.

* Soit x € R.

f(0x) = f(0)=0et 0f(x) =0 donc P(0) est vraie.
* Soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1).

Soit = € R.

fl(n+1)zx] = f(nx + x)

Par additivité

fln+1D)z] = f(nz) + f(z)

D’aprés ’hypothése de récurrence

fl(n +1)x]

nf(z) + f(x)
(n+1)f(x)

Ainsi P(n + 1) est vraie.
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Nous avons démontré par récurrence que :

VneN, VzeN, f(nz)=nf(z).

En déduire que pour tout nombre rationnel r et tout nombre réel x

fra) =rf(z).
Soit r un nombre rationnel.
Démontrons que rf(z) = f(rz).

Puisque r € Q il existe (a,b) € Z x N* tel que r = 7

% € R et b € N* donc, d’aprés la question précédente

x x
0 (5)=1(v5)
Ceci équivaut successivement &
1
bf (2] = 1)
1 1
(53«”) = gf(w)
Enfin, toujours d’apres la question précédente, et puisque a € Z
1 1
f (agm) = agf(x)
Finalement,
a a
f (333) = gf(x)

Ainsi

V(r,z) € QX R, rf(z) = f(rz).

Démontrer qu’il existe un nombre réel a tel que, pour tout nombre ra-
tionnel r, f(r) = ar.

Démontrons : da € R, Vr € Q, f(r) =rf(a).

-25-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2023 épreuve 1

Soit r € Q.
D’aprés la question précédente : f(r) = f(r x 1) = rf(1).
Donc

VreQ, f(r)=rf(1).

4. Premiére méthode.
Soit f une fonction additive et continue sur R.

Déduire de la question 3. qu’il existe un nombre réel a tel que, pour tout
nombre réel x on a f(x) = ax. Conclure.

Démontrons : da € R, Vz € R, f(z) = za.

Notons a = f(1).

Soit = € R.

Q est dense dans R donc il existe une suite (7, ) ey € QN telle que r,, — .
n

—+00

D’apreés la question précédente
YneN, f(ry) =r.f(1).
Or par linéarité du passage a la limite des suites convergentes d’une part

rnf(1) = @ f(1),

n—+00

et d’autre part, par continuité de f,
lim f(r,) = f(2),
n—+0o0

donc

f(@) =z f(1).

Vo eR, f(z)=af(1).

Donc les fonctions additives et continues sur R sont nécessairement des fonc-
tions linéaires.
La réciproque est immédiate.

Les fonctions additives et continues sur R sont les fonctions
linéaires.
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5. Seconde méthode.
Soit f une fonction additive et continue sur R.

(a) Aprés avoir justifié l’existence de ces intégrales, démontrer que, pour
tout nombre réel x :

() = JO Flo+1) dt - Jo £(1) dt.

* Les fonctions ¢ — f(t) et t — f(t + x) sont continues sur le segment
[0; 1] donc intégrables sur [0;1].

* Soit x € R.

1
fa) = 1(a) | a
Par linéarité
1
fa) = | ) e
1
- [ seri-na
0
Par additivité et imparité de f :
1
$@) = [ rrn - s a
0
Par linéarité :

1 1
Fz) = JO Fla+1) dt - JO £(1) dt

Vo €R, f(z) = [y f(z+1t)dt— [, f(t) dt.

(b) Démontrer que, pour tout nombre réel x :

s@=["wa- [ o a.

x
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Démontrons 1’égalité.

Soit x € R.
©:tm x+test de classe C' sur [0;1] et o([0;1]) = [,z + 1] donc

Ll Flo+1) dt = Jm F(u) du

x

Ainsi :

x+1

Ve eR, f(z)= [T f(t) dt - [, f(t) dt.

Démontrer que f est dérivable sur R et déterminer f'.
Déterminons f.

f étant continue, d’aprés le théoréme fondamental de l'analyse et la
question précédente, en notant F’ une primitive de f, pour tout = € R,

1 1
f(2) = [P - [0 £(t) de
- Pl +1) - Fz) - L £t dt

Or par construction z — F'(z) et donc x — F(x + 1) sont dérivables sur
R donc f est dérivable sur R et

(@) = flz+1) - f(2)
Enfin par aditivité de f

Fl(x) = flz) + F(1) = f(z)

Ainsi

f est dérivable sur R et f' : z +— f(1).
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(d) Conclure

Puisque f'(z) = f(1), il existe A € R tel que, pour tout z réel, f(z) =
F(Dx + A

En particulier : f(1) = f(1) x 1+ X et donc X\ = 0.

Donc les fonctions additives et continues sur R sont nécessairement des
fonctions linéaires.

La réciproque est immédiate.

Les fonctions additives et continues sur R sont les fonctions
linéaires.

IIT Restriction des hypothéses.

On pourra, pour les questions suivantes, utiliser les résultats démontrés dans la
question 3.

L’objectif de cette partie est d’examiner I'effet sur la conclusion de la partie II
de trois restrictions de ’hypothése de continuité des fonctions additives sur R.

6. Continuité en un point.
Soient un nombre réel z; et une fonction f additive sur R continue en xg.

(a) Démontrer que f est continue en 0.

Soit € € R}.

Puisque f est continue en z, il existe n € R} tel que : Yh € R, |h] <
n = |f(zg+h) = flzo)| <e.

Soit h € R tel que |h| < .

[ f(xzo +h) = f(xo)| <€

équivaut successivement a :

[ f(z0) + f(R) = f(zo)| <¢
[f(h)| <e
|f(h) = f(0)] <e

Ainsi :

VeeRY, AneR:, |h| <n=|f(h+0)—-f(0) <e.
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Autrement dit

f est continue en 0.

(b) Démontrer que f est continue sur R.
Soit = € R.
Démontrons que f est continue en zx.

Soit h € R}.

flz+h)=f(x)+ f(h) — f(xz) + f(0) = f(x) puisque f est continue
en 0 et que f(0) =0.

Ainsi f est continue en x.

f est continue sur R.

(c) Conclure.

Si f est additive R et continue en un point alors f est
continue partout et, d’aprés la partie II, f est linéaire.

7. Monotonie.
Soit une fonction affine additive et monotone sur R.
Soit g un nombre réel.

(a) Justifier qu’il existe deux suites (@, )nen €t (by)nen telles que :

i. pour tout entier naturel n, (a,,b,) € Q2.
ii. (ap)nen €st croissante et (b, ),en est décroissante.

iii. limn_,+oo a, = hmn—»+oo bn = Zg-

Justifions 'existence des suites en en exhibant.

Choisissons pour a,, et b,, les valeurs approchées de xy, respectivement,
par défaut et par excés de xg a 107" prés.

Autrement dit :

Qy = 10% [xOIOnJ

Vn €N,

b, = 10% [2010"]
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Il est aisé de vérifier que les trois critéres sont vérifiés.

Les suites (a,,) et (b, ) existent bien.

(b) Démontrer que f(zq) = x0f(1).
Supposons f décroissante.
Démontrons que f(xzq) = 2o f(1).

Soit n € N.
Par construction des suites : a,, € xg < b,,.
Puisque [ est décroissante

f(an) z f(xO) z .f(bn)
a, et b, étant rationnels, d’aprés 3.(d)
an f(1) = f(xo) 2 by f(1).

Ainsi
Vn €N, a,f(1) = f(zo) = b f(1).

Comme lim,, ¢y a,, = lim, ey b,, = zg, d’aprés le théoréme des gendarmes

f(xg) = 2o f(1).

Le raisonnement serait le méme si f est croissante.
(c) Conclure.

Nous avons établi que

va € Ra f(ﬂ?o) = Qfof(l),

donc

f est une fonction linéaire.

8. Encadrement.

Soient deux nombres réels « et 3, avec « < 3, et une fonction f additive sur
R et bornée sur [, B].

Soit z un nombre réel.
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(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, il existe un nombre rationnel
r, tel que nx —r, € [a, B].

La réponse apparait en raisonnant par analyse-synthése.
Soit n € N.
Démontrons qu’il existe 7, € Q, nx —r, € [, 8].

a < [ donc
nr— [0 <nr—a«

Puisque Q est dense dans R il existe r,, € Q tel que
r, € [nx — B;nw — ]

Autrement dit
{ nr—B<r,

T SNT —

Ce qui équivaut a
{ nx—r, <p

asSnNr—r,

Nous avons démontré que

VneN, dr, €eQ, a<nx—r, <.

(b) On pose f(1) = a. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

|f(nz —rn)| 2 n|f(z) - azx| - [al[nz - r,|.

Soit n € N.

Démontrons l'inégalité proposée.

Par additivitée
f(nx —ry,) = f(nx) = f(rn)
D’apres la question 3.(d)

f(n:r - rn) = nf(m) - Tnf(l)
=nf(z) — nax + nax — r, f(1)
=n(f(z)—azx)+a(nz—r,)
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D’aprés l'inégalité triangulaire inversée :

|f(na = )] 2 |n(f(z) - az)| = |a(nz —r,)|

> n|f(x) - ax| = |a||nz 7|

VneN, |f(nx—r,)| =nl|f(z)—ax| - |a]||nx —1r,]|.

(¢) Conclure.
Démontrons que f(z) = azx.

D’apres la question précédente, pour tout n € N
nlf(x) —azx| < |f(nz —r,)| + lal[nz — 7, |.

nr — 1, € [a, 8] et f est bornée sur [«, 8] donc il existe M € R, tel
que
|f(nm - rn)l + |(L||TL$ - Tnl < M.

Ainsi
VneN, n|f(z)—azx| < M.

R étant archimédien, nécessairement f(xz) — ax = 0.
Autrement dit on a démontré dans cette question 8 que

Vz eR, f(z) = ax.

si f est additive et bornée sur un segment non trivial alors f
est linéaire.

IV D’autres équations fonctionnelles.

9. Deuxiéme équation fonctionnelle de Cauchy.

On se propose de déterminer toutes les fonctions f : R — R continues sur R
telles que

V(z,y) € R?, flz+y) = f(z) % f(y).

Soit f une telle fonction.
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(a) Démontrer que f(0) = 1 ou que f est la fonction nulle sur R.
Déterminons f(0).

En utilisant ’équation fonctionnelle

£(0) = £(0)?

ce qui équivaut successivement &

f0)(1-£(0)) =0
f(0)=0 ou f(0)=1

De plus si f(0) = 0 alors, pour tout z € R

f(z) = f(z+0)
= f(x) x f(0)
= f(z)x0
=0

Ainsi

f(0)=1ou f=0.

(b) On suppose maintenant que f n’est pas la fonction nulle sur R.

i. Démontrer que pour tout nombre réel z, on a f(z) > 0.
Démontrons : Vo € R, f(z) > 0.

Soit z € R.

Donc : Vz € R, f(x) = 0.
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De plus si f s’annule en un point @ alors f est identiquement nulle
(si a # 0 alors f(x) = f(a)f(f) = 0). Puisque nous supposons f
non identiquement nulle

f>0.

Pour tout nombre réel z, on pose g(z) = In (f(x)). Démontrer que,
pour tout (z,y) € R, on a g(z +y) = g(z) + g(y).

Démontrons que, pour tous x et y réels, g(x +y) = g(z) + g(y).

Soit (z,y) € R”.

gz +y) =In(f(z+y))
=In(f(z) x f(y))
=In(f(x)) +1In(f(y))
=g(x) +g(y)

V(z,y) € R?, glz +y) = g(z) + g(y).

En déduire qu’il existe un nombre réel a tel que, pour tout nombre
réel x, f(z) = exp(azx) (on exp désigne la fonction exponentielle
réciproque de la fonction logarithme népérien étudiée dans la partie
I) et conclure.

Déterminons f.

A. D’apreés la question précédente g est additive.
B. f est In étant continues g l’est aussi.

Des points précédents nous déduisons grace au 5.(d) que g est la
fonction affine g : x — g(1)x.

Soit z € R.
De
Inof(x)=g(1)z,

nous déduisons

expolnof(z) = exp(g(1)z).

-35-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2023 épreuve 1

Autrement dit :

Vr eR, f(z)=exp(Inof(l)x).

Il est clair que réciproquement une telle fonction vérifie I’équation
fonctionnelle de Cauchy.

L’ensemble des fonctions continues sur R solutions de la
deuxiéme équation fonctionnelle de Cauchy est
{z - exp(az) | a € R}.

10. Equation fonctionnelle de Jensen.

On se propose de déterminer ’ensemble des fonctions f : R — R continues
sur R telles que

V(z.y) € R, f(rv;ry) _ f(:v)-;f(y)_

Soit f une telle fonction.
(a) Exprimer la propriété vérifiée par les fonctions qui satisfont 1’équation

fonctionnelle de Jensen, & ’aide d’une phrase faisant intervenir la notion
de moyenne.

L’image de la moyenne de deux nombres est la moyenne des
images de ces nombres.

(b) Démontrer que
V(z,y) € R?, flz+y) = f(z)+ fly) - f(0).

Démontrons Iidentité proposée.

Soit (z,y) € R%

f@=1(5)
fy = L2 IO
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De méme :

f(y) =

S HIO)

En sommant membre & membre (E;) et (F,) :

fa)+ £y = LW )
Fa)+ fw) = £ (552) + £(0)

Ainsi

V(z,y) € R?, f(x)+ f(y) = £(0) = f(z +y).

On pose f(0) = b. Pour tout nombre réel x, on pose g(x) = f(x) — b.
Déterminer ’équation fonctionnelle vérifiée par g et résoudre ’équation
fonctionnelle de Jensen.

Déterminons I’équation fonctionnelle vérifiée par g.

Soit z € R.

flx)+ f(y) = £(0) = f(z +y)
= flx)=b+ f(y)—b=flz+y)-b
= g(x) +9g(y) = g(z +y)

Vz eR, g(z+y)=g(x)+g(y)

Puisque g, comme f, est continue et est additive, g est linéaire :
Jda € R, Vz € R, g(x) = ax.

Donc
Ja e R, Vx e R, f(x) =ax + f(0).

Réciproquement toute fonction linéaire est solution de 1’équation fonc-
tionnelle de Jensen donc

L’ensemble des solutions de I’équation fonctionnelle de
Jensen est I’ensemble des fonctions affines définies sur R.
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11. On se propose de déterminer I’ensemble des fonctions f : R} — R continues
sur R} telles que
¥ 16)

Va € R, f($)=f( 57

Soit f une telle fonction.

(a) On consideére les fonctions

° +16
-
t 2x
et .
h: Ry - R
z  glx)-=z

i. Dresser le tableau de variations de g, déterminer g(4) et préciser les
limites de g en 0" et en +o0o.

Etudions g.

¥ g(4) = 4.

* g(x) ~ %(E —> +4+00.
r—+00 T —+00

* 4
r) ~ = — +00.
g( )a:—>0 T -0
x>0 x>0
. . s . * P .
* g est un quotient de fonctions dérivables sur R} dont le dénomi-
I * L . *
nateur ne s’annule pas sur R, donc g est dérivable sur R, .

Pour tout z € R} :

22 x 2z — (2 +16) x 2

g (z) 22)°
2’ -16
T 22
_ (= 4)(x+4)
222
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T 0 4 +00
g - +
400 +00
g L /
4

ii. Etudier le signe de la fonction h sur R}.

Etudions le signe de h.

Soit = € R}.
_(4-z)4+2)
h(z) = o
x 0 4 +00
h + 0 -

(b) i. Soient z € [4; +o00o[ et la suite (u,),en définie par ug = x et u,yq =
ui + 16
2u,
A TPaide de la question (a), démontrer que la suite (u,)ney est
convergente et déterminer sa limite.

D’aprés la question 11.(a).ii, puisque ug = x = 4, h(ug) < 0.
Autrement dit ug = uy.

Puisque g est croissante sur [4, +oo[ il est alors aisé de démontré
par récurrence que (u, ),en €st décroissante.

Puisque par construction, pour tout n € N, u,, = 4, la suite est
minorée par 4.

Ainsi (u, )nen est décroissante et minorée donc

(t )nen est convergente.

De plus, g étant continue, la limite ¢ de (u,,),ey vérifie g(£) = £.
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D’aprés la question 11.(a).ii ¢ n’admet qu’un point fixe a savoir 4.

u, — 4.
n—+00

ii. En déduire que, pour tout x € [4;+0o[, on a f(z) = f(4).

Soit x € [4, +0o[.

f(x) = f(uo) = f(g(uo)) = f(ul)

Par une récurrence évidente : Vn € N, f(z) = f(u,).
Puis, f étant continue, en passant a la limite f(x) = f(4).

Vo €[4, +00[, f(x) = f(4).

(¢) Procéder de maniére analogue a la question (b) pour démonter que, pour
tout z appartenant a ]0;4[, on a f(x) = f(4).

Si x €]0;4[ alors u; = g(x) €]4, +oo[ et donc on peut construire une
suite semblable a la précédente de sorte que (u, ),en+ converge vers 4.

Vz €]0;:4[, f(z) = f(4).

(d) Conclure.

Des questions précédents nous déduisons que ’ensemble des fonctions
. . *
recherchées est ’ensemble des fonctions constantes sur R.
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