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Lien vers le corrigé seul : pdf.

Lien vers le sujet seul : pdf.

Durée : 5 heures.

L’usage de la calculatrice est autorisé dans les conditions relevant de la circulaire
du 17 juin 2021 BOEN du 29 juillet 2021.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre
matériel électronique est rigoureusement interdit.

Cette épreuve est constituée de deux problémes indépendants.

Probléme n°1 : vrai-faux.

Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse puis
justifier la réponse donnée.

I Ensembles de nombres.

1. Tout entier relatif non nul posséde un inverse dans Z pour la multiplication.

L’assertion est fausse.

Il s’agit de démontrer qu’une propriété universelle est fausse : il suffit d’ex-
hiber un contre-exemple.
L’inverse de 2, %, n’est pas un entier (fraction irréductible).

2. La somme de deux nombres décimaux est un nombre décimal.

L’assertion est vraie.

Il faut ici démontrer que la propriété universelle est vraie. Donc dans tous les
cas.
Soient x et y deux nombres décimaux.

. 2 2
1l existe donc (a,b) € Z~ et (n,m) € N” tels que x =
Donc

_a_

1"

_ b
et y = 15w
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a b

1’+y=10—n+10—m

ax10™ +bx 10"
10™ x 10™

ax10™ +bx 10"

10n+m

Comme a X 10" +bx 10" € Z et n +m € N, x + y est bien décimal.

1
-3 est un nombre décimal.

L’assertion est fausse.

Démontrons que % n’est pas décimal en raisonnant par I’absurde.

Supposons que % est décimal.

Autrement dit : 3(a,n) € Z X N, % = 13n-

Nous en déduisons (produit en croix) :

10" = 3a

Or les diviseurs premiers de 10 sont 2 et 5 donc 10" n’est pas divisible par 3
ce qui est contradictoire avec la précédente égalité.

Nous avons démontré par ’absurde que = n’est pas décimal.
que 3 P

. /5 est un nombre irrationnel.

L’assertion est vraie.

Démontrons en raisonnant par ’absurde que v/5 est irrationnel.

Supposons que V5 € Q.
Autrement dit il existe a et b des entiers naturels premiers entre eux tels que :

V5=t
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Nous en déduisons : 5b° = a”. Donc 5|a” et enfin 5|a.
Ainsi : 3d' € N, a = 5d'.
Donc :

Puis 5|b” et donc 5|b.

Chemin faisant nous avons établi que a et b sont divisibles par 5.
Ceci contredit le fait que a et b aient été choisis premiers entre eux.

Nous avons démontré par ’absurde que /5 est irrationnel.

. Pour tout n dans N, y/n est un nombre irrationnel.

L’assertion est fausse.

En effet : V0= 0¢ R\ Q.

. La somme de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.

L’assertion est fausse.

En effet : V2 et —v/2 sont irrationnels et pourtant v2 + (—\/5) =0€Q.

. La somme d’un rationnel et d’'un nombre irrationnel est un nombre irration-
nel.

L’assertion est vraie.

Soient z € Q et y € R\ Q.
Démontrons que x + y est irrationnel en raisonnant par I’absurde.
Supposons que = +y € Q.

z € Qdonc : I(ab) €ZXN", z = ¢.
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z+y€Qdonc: Icd) €ZXN", z+y=
Ainsi

alo

(Sl s
<
I
g&lo&.ln
|
o o

b= ad

Puisque ¢b — ad € Z et bd € N*, % € Q. Autrement dit y € Q.

Ceci contredit le fait que y est irrationnel.

Nous avons démontré en raisonnant par I’absurde que x + y est
irrationnel.

II Géométrie dans le plan.

8. Dans un plan muni d’un repére cartésien, 2z = 3 est I’équation d’une droite.

L’assertion est vraie.

Le niveau des questions étant élémentaire j’ai du mal & voir une justification
élémentaire convenant.

1l s’agit d’une droite perpendiculaire & I’axe des abscisses et passant par les

points d’abscisses %

9. Dans un plan euclidien muni d’un repére orthonormé, on considére les points
A(]-’]-): B(—].,Q), C(la - 1)7 D(475)
Les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.

L’assertion est vraie.

(AB) || (CD) si et seulement si le produit scalaire (euclidien usuel dans un
repére orthonormé du plan) de leurs vecteurs directeurs }l.é et C_TB est nul.
Or d’une part A_B) T8~ TA , /Té —i-l ,A_B) -2 et d’autre part C—D) 3

Yp — Ya 2-1 1 6
donc

4
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—_— —
AB-CD =-2x3+1x

1l
o

Donc (AB) || (CD).

10. Dans un plan euclidien, on considére un triangle ABC rectangle en A tel
— 1— —
que AB = 3 et AC = 4. Soit le point D tel que AD = §AC + AB. Alors

AD - AC = 20.

L’assertion est

AD-AC = =AC + AB | AC

+

1 —\ —
2
—_— = — —

AC - +AB- A

—

1]
DO —
b

Si les produit scalaire et normes sont ceux usuels dans le plan :

—_— — 1 — 5
AD-AC = || AC| +0
_1 2
—§X4
—_— —

AD - AC = 8.

IIT Géométrie dans I’espace.

On se place dans I'espace, muni d’un repére cartésien.

11. Si deux droites D et D' sont paralléles & un méme plan P, alors D est paralléle
aD,

L’assertion est fausse.

Exhibons un contre-exemple.
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Soient (275) une base du plan vectoriel directeur de P et A € P.

Notons D la droite passant par A et de vecteur directeur f, D' celle passant

par A et de vecteur directeur j.

Par construction D ¢ P et D' ¢ P donc en particulier D et D' sont paralléles

ap.

Par contre (i,]) est libre puisque ¢’est une base. Autrement dit i et j ne sont
., . . 1 . <

pas colinéaires. Et par conséquent D et D sont sécantes et non pas paralléles.

12. 2z + 3y = 3 est ’équation d’une droite.

L’assertion est fausse.

A(0,1,1), B(0,1,2) et 0(370,2) appartiennent a l’ensemble des points dont
les coordonnées sont solutions de I’équation proposée.
3

I N W

— — [ 2 . o 0
Or AB| 0 |et BC'| —1 | ne sont clairement pas colinéaires par exemple 0
2 0
0 donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

r+2y+z=2

13. La droite A définie par le systéme d’équations { cHy—2=0

(a) passe par le point A de coordonnées (1,0,1),

Assertion vrale.

D’une part : 1+2X 0+ 1 = 2 et d’autre part : 1+0—1 =0 donc A € A.

1

(b) a comme vecteur directeur le vecteur u de coordonnées | 2 |.
1

L’assertion est fausse.

Démontrons en raisonnant par l'absurde que u n’est pas un vecteur
directeur de A.

Supposons que 4 est un vecteur directeur de A.
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Remarquons que A est Uintersection des plans P; @ =+ 2y + 2z = 2 et
P x+y—2=0.

x
Notons 0| y |.

z
u+ U = 2 est I’équation du plan P;. Donc 4 est orthogonal & P;. Donc A
est orthogonale & P; ce qui contredit le fait que A C P;.

¢) est contenue dans le plan P d’équation 3x + 4y — z = 2.
Y

L’assertion est vraie.

Soit M(z,y,z) € A.
On a donc :

rT+2y+z2=2 Ly
r+y—2z=0 Loy

En faisant L; + 2L, on obtient
3x+4y —z=2.

Autrement dit si M € A alors M € P.

A cCP.

IV  Matrices.

14. Les matrices (} }) et (} g) ont le méme rang.

L’assertion est vraie.

1 . . . .
Dans R? le vecteur (1) est non nul et clairement lié & lui méme donc la famille

{(1) , (1)} a un rang de 1.
. 1\ (2
De méme {(1) , (2)} a un rang de 1.
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15. Les matrices G 1) et (1 2) sont semblables.

1 2

L’assertion est fausse.

Deux matrices semblables ont nécessairement la méme trace ce qui n’est pas
le cas ici.

16. La matrice (é }) est diagonalisable.

L’assertion est fausse.

Notons M la matrice proposée.

1- 1
xp(A\) =det(M = \I,) = ‘ 0 A 1 )\‘ = (1=\)? donc 1 est la seule valeur
propre et sa multiplicité est 2.
1
M-Iy = (8 0) est clairement de rang 1. Par conséquent, d’aprés le théoréme

du rang, ’endomorphisme de R? canoniquement associé & M — I, a un noyau
de dimension 1. Autrement dit, le sous-espace propre associé a la valeur
propre de 1 de M est de dimension 1.

Puisque cette dimension n’égale pas la multiplicité de la valeur propre, M
n’est pas diagonalisable.

17. La matrice (é ;) est diagonalisable.

L’assertion est vraie.

Notons M la matrice proposée.
xu(A) = (1= X)(2 = XA). Ce polynéme caractéristique étant scindé simple
dans R, M est diagonalisable dans R.

V  Suites.

Soit (u,, ), une suite de nombres réels.
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18. Si elle est décroissante et minorée par 0 alors elle converge vers 0.

L’assertion est fausse.

La suite (1 +1

n) o Ot décroissante minorée par 0 est pourtant elle converge
n
vers 1.

19. Si (ugy )y €t (ugn41)n convergent alors (u,,), converge.

L’assertion est fausse.

1l faudrait que les deux suites extraites aient la méme limite.

0sin=0 (mod 2)

. *
Soit, pour tout n € N* | u,, = { 1 sinon

(tan )n €t (Usns1)n convergent alors que (u,), diverge.

VI Probabilités.

Un éléve répond au hasard aux cing questions d’un questionnaire de type
« VRAI -FAUX ».

1
20. La probabilité qu’il ait cinq réponses correctes est égale & 35"

L’assertion est vraie.

En notant X la variable aléatoire qui compte le nombre de bonne réponses,
il est raisonnable de modéliser par une loi binomiale la situation décrite :
X o %(51).
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La probabilité qu’il ait exactement trois réponses correctes est égale & 35

L’assertion est vraie.

De méme :

3 2
oc-9=(3)(3) (3)
5! 1 1
=ﬁ§2_2
5x4 1
=T'2_5
10
ED)

Chaque bonne réponse rapporte un point, chaque mauvaise réponse aucun.
La note moyenne & laquelle il peut prétendre est 2,5 sur 5.

L’assertion est vraie.

Avec les notations des questions précédentes, puisque X < % (5,%) (E(X) =
5X 3 =25

Arithmétique.

Si trois nombres entiers relatifs a, b, ¢ sont tels que a et b divisent ¢, alors ab
divise c.

L’assertion est fausse.

Avec a =4,b =06 et ¢ =12, on a alc, b|c et pourtant ab | ¢ car 0 < ¢ < ab.

Si trois nombres entiers relatifs a, b, ¢ sont tels que a divise b et ¢, alors bc
est un multiple de a.

-10-
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L’assertion est vraie.

a divise b donc : Id € Z, b = ad.
Donc : be = adce, et par conséquent be est un multiple de a.

25. 19z = 3 [53] admet des solutions dans Z.

L’assertion est vraie.

19 A 53 = 1 donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe (p,n) € 77 tel que
19p + 53n = 1.

Donc : 19 X (3p) + 53 X (3n) = 3.

Ainsi 3p est solution de 19z = 3 [53].

Il est immeédiat alors que 19 X (3z — 53) + 53 X (3x + 19) = 3 donc 3z — 53
est aussi une solution de 19z = 3 [53] distincte de 3z.

Probléme n° 2 : convexité.

Notations.

N désigne ’ensemble des entiers naturels.

N* désigne 1’ensemble des entiers naturels non nuls.

Q désigne ’ensemble des nombres rationnels.

R désigne ’ensemble des nombres réels.

R, désigne ’ensemble des nombres réels positifs.

R’ désigne I’ensemble des nombres réels strictement positifs.

Dans ce sujet I et J désignent des intervalles de R, non vides et non réduits a
un point.

Soit f une fonction, & valeurs dans R, définie sur I.
On rappelle que f est dite convexe sur I si

V(z,y) € I, YA € [0;1], fOx + (1= Ny) < Mf(2) + (1= N F(y).

Inégalité de convexité (x).

On dit que f est concave sur I si —f est convexe sur I.

-11-
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I Préliminaires.

Soit f une fonction, & valeurs dans R, définie sur I.

1. Traduire & I’aide de quantificateurs que f est croissante sur I.

V(zy) € I’ x<y= f(z) < fy).

2. Traduire a ’aide de quantificateurs que f est n’est pas croissante sur 1.

En notant A le connecteur logique « et » :

A(wy) € I, [w <yl ALf(2) > f(y)].

3. Traduire & 'aide de quantificateurs que f est une fonction affine sur I.

En utilisant la caractérisation avec le taux d’accroissement) (taux de varia-
tion) :

xr—

Im e R, V(x,g/)E[27I¢g/=ﬂx;Lm=m_

4. Traduire & 'aide de quantificateurs que f est continue en un point a de I.

VeeR,, IeR,, V(zy) €I, |z -yl <n=|f(z) - fly) <e.

ITI Quelques propriétés et exemples.

5. Ecrire une inégalité, analogue a (x), caractérisant une fonction concave sur
1.

f est concave sur I si et seulement si :
V(zy) € I°, VA€ [051], — fOz + (1= Ny) < =Af(2) = (1= \)f(y).

Ce qui équivaut a

V(zy) € I, VA€ [0;1], fFOa+(1=N)y) = AMf(z)+ (1= ) f(y).

-12-
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6. Caractérisation graphique de la convexité.

(a) Soit (z,y) € I’ tel que z < y. Démontrer que z € [z;y] si et seulement
si il existe A € [0;1] tel que z = Az + (1 — A)y.

Démontrons 'existence et 'unicité de 1’écriture proposée pour z.

[0;1] - R

v - (r—ylv+y
strictement décroissante donc bijective de [0;1] sur ¢ ([0;1]).
Comme ¢ est strictement décroissante et continue, d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, o ([0;1]) = [(1);¢(0)].
i 1) = [

v > (z—ylv+y

Nous en déduisons que

Considérons ¢ : { qui est une fonction affine

est une bijection.

z € [x,y] si et seulement si il existe un unique A € [0;1] tel
que z = Az + (1 - \)y.

Démontrons I’équivalence par double implication.

* Supposons que z € [z;y].

z = y_x(z—x)+x
y—x
oz z—-
= y_my—y_$x+x
— =T .
En posant p = o
z=py+(1—p)w
Or
rs<zsy
Osz—-z<y-—-x
z—z
0s =7 <1

donc, notant A\ = 1 — p nous avons bien : z = Az + (1 — \)y avec
A e [0;1].
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* Supposons maintenant qu’il existe A € [0; 1] tel que z = Az + (1-=\)y.
. [6;1] - R
T2 _
v e (z-yvty
cient directeur est négatif donc elle est décroissante sur [0;1].
Par conséquent : Vv € [0;1], p(0) = ¢o(v) = ¢(1).
Autrement dit : Vv € [0;1], y =2 (z —y)v +y = =
En particulier : y = (z —y)A +y = x.

est une fonction affine dont le coeffi-

Ou encore :

Nous avons démontré par double implication que z € [z;y]
si et seulement si AN € [0;1], z = Az + (1 — \)y.

(b) Sans démonstration, illustrer 'inégalité de convexité (*) par une figure.

Af(z) +(1=N)f(y)

fQz+(1-A)y)

v

z=Xr+(1-MNy

7. Opérations et convexité.

(a) Soient f et g des fonctions convexes sur I. Démontrer que f + g est
convexe sur /.

Soit (z,y,A) € I* x [0,1].

Par convexité de f et de ¢ :

{ FQOz+ (1= XN)y) < Af(z) + (1= X)f(y)
g(Az + (1= A)y) < Ag(z) + (1 = N)g(y)
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En sommant terme a terme les deux inégalités :

SOz + (1= N)y) + g(Az + (1= N)y) < Af(x) + (1= N)f(y)+
Ag(z) + (1= N)g(y)
[f +9](Ax+ (1= N)y) < A[f(2) +g(x)] +
(1=XN)[f(y) +9(y)]
[f+ 9]z + (1= N)y) < ALf +gl(x) + (1= NS +9](y)

L’inégalité de convexité est vérifiée pour tout (z,y,\) € I x [0,1] donc

f + g est convexe sur [.

(b) Soient f une fonction convexe sur I & valeurs dans J et g une fonction
convexe et croissante sur J. Démontrer que g o f est convexe sur /.

Soit (z,y,\) € I7 x [0,1].
f étant convexe :
fQz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 -A)f(y)
g étant croissante :
glfQAz+ (1 =N)y)] s g[Af(z) + (1= N)f(y)]
g étant convexe :

go f(Az + (1= XN)y) < Ag[f(2)]+ (1 =Ng[f(y)]
go f(Az+ (1= XNy) <Ago f(x)+(1=N)go f(y)

Autrement dit :

g o f est convexe sur I.

(¢) Sans démonstration, énoncer une propriété du méme type qui permet-
trait de conclure que g o f est concave.

Si f est concave sur I & valeurs dans J et g est concave et
croissante sur J, alors g o f est concave sur I.
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8. Quelques exemples.

L’étude des exemples qui suivent prendra appui sur la définition de la convexité
et sur les résultats précédemment démontrés.

(a) Démontrer que la fonction valeur absolue est convexe sur R.

Soit (z,9,A) € R? x [0,1].
D’aprés I'inégalité triangulaire :

Az + (1= Ayl < [Az] + (1= A)yl
< Azl + (1= Al [yl
< Azl + (1 -yl

La fonction valeur absolue est convexe sur R.

. . 2
(b) Démontrer que la fonction z +— z° est convexe sur R.

Soit (z,y,\) € R? x [0,1].

Oz + (1=Ny)? < e+ (1= 2\)y°

équivaut successivement a :

0 A+ (1=\)y° = O+ (1= N\)y)?

0< A - \%2% + (1- )\)y2 - (1- )\)2y2 —2X(1 = N)zy
0 <M1= Nz” + A1 = Ny® = 2)\(1 = Ny

0<a2”+y° —2zy, car A(1=A) =0

0<(z-y)

Nous avons raisonné par équivalence et la derniére inégalité est claire-
ment toujours vraie donc l'inégalité de convexité est vérifiée.

La fonction carré est convexe sur R.
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(c) On cherche 4 démonter que la fonction In est concave sur R}.

Soit (z,y) € (]Rj:)2 tel que x < y. On considére la fonction g définie sur
[0;1] par

i

ii.

Vte[0;1], g(t) = In(tz + (1 —t)y) —tIn(z) — (1 — t) In(y).

Etudier la monotonie de la fonction g', dérivée de g, sur [0;1].

g est dérivable sur [0;1] car si (z,y,t) € (Rif x [0;1] alors tz +
(1-1t)y € [zy] CRE.
Pour tout ¢ € [0;1]

1 _ r—vY
g(t)= T (-0y In(z) + In(y)

t = tx + (1 —1)y est une fonction affine dont le coefficient directeur
est x —y. Or par hypothése x —y < 0 donc t — tz + (1 — t)y est
strictement décroissante.

N . . A . 4 . *
D’ot, la fonction inverse étant strictement décroissante sur R, , ¢t —

1 . . .
-0y est strictement croissante sur [0;1].
Enfin, puisque z—y < 0, t = —mf(?jt)y —In(z) +In(y) est strictement

décroissante sur [0;1].

g' est strictement, décroissante sur [0;1].

Démontrer que :
- In(z) — In(y) -

KR T T X

1
-y T

<=

Notons z = i Remarquons que z €]0;1].
1 < In(z) — In(y) < 1
Yy r—-y €
équivaut successivement 4 :

x;yzln(m)—ln(y)zw;y, carx—y<0
x x Yy
y—l?lﬂ(g)?l—i.
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L’encadrement & démontrer est équivalent a :

z=1zln(z)=z1--

<

Démontrons z —1 2 1n(z) 21— =

%« .] 10;1] - R . oy (1-2)(142)
h: { ; b In(z) -z +1 est dérivable et h'(z) = ~—_—.

Ainsi h' = 0 sur ]0;1] et & est croissante sur ce méme intervalle.
Comme de plus h(1) = 0 nous en déduisons : h < 0 sur ]0;1].
Nous en déduisons : z — 1 = In(z).

* Demeéme £ : z - In(z)—1+2 et dérivable sur J0; 1] et £'(2) = Z_zl
Donc £ est décroissante sur ]0;1]. Comme de plus £(1) = 0, nous
avons : £ = 0 sur ]0;1]. Nous avons démontré que In(z) =1 — Z'

Ainsi pour tout z €]0;1], z—121In(z) =21 -

En déduire le signe de ¢'(0) et de ¢'(1).
* Etudions le signe de ¢'(0).
-

TR In(z) + In(y)
Y (G BT

Y r=y

4'(0)

Or, d’aprés la question précédente,

1 In(z) —In(y)

=y <0

<

et par construction z —y < 0 donc

g(0)<0

En procédant de méme :

g(1)=0
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iv. Déduire des questions précédentes que g' s’annule une unique fois
sur [0;1].

g est continue, car dérivable, sur [0;1], ¢'(0) < 0 < ¢'(1) donc,
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

Ja € [0;1], ¢'(t) = 0.

Comme de plus g' est strictement décroissante, elle est injective et
a est, donc unique.

o € [0;1], ¢'(a) = 0.

v. Déterminer le signe de g sur [0;1] et conclure.

De la stricte décroissance de g' et de la question précédente nous
déduisons le tableau de variation :

x 0 « 1

g + 0 -
g(a)

g ; _ L )

Nous en déduisons :

g = 0sur [0;1].

Soit ¢ € [0;1].
gt)z0e= In(tr+ (1 -t)y) —tln(z) — (1 —¢)In(y) =0
< hn(te+ (1-t)y) =tin(z) + (1 —1¢)In(y)

Ainsi —In vérifie (*).
Autrement dit :

In est concave.

-10-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2022 épreuve 1

9. Généralisation de l’inégalité de convexité.
Soit f une fonction convexe sur 1.
Démontrer que pour tous n € N, (z1,29,...,2,) € I" et (A,A\a,...,\,) €

(R)™ tels que Z A =1,0na
k=1

n
Z Apxy €1
k=1

et

f(i Ak%) < i A f ()
k=1 k=1

Pour n € N*, notons #(n) lassertion suivante : Y (zq,2s,...,2,) € I",
v()‘17)\2a ce 7)‘71) € (R+)n ’

N Yo Moy €1
A =1= =1 "
;; g { F(Xhmt M) € Yoy Mo ()

2 2 7 . *
Démontrons par récurrence sur n que &?(n) est vraie pour tout n € N™.

* Justifions que Z2(1) est vraie.

Soit (A1,21) € R, X I.

De Y p_, A = 1 on déduit Ay = 1.

e D’une part, on a donc \jz; = x1 € I.

e Et d’autre part, on a f(Az) = f(z;) = A\ f(x;) et donc f(A\zy) <
Arf (1)

Soit n € N*. Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que 2 (n + 1)
est alors nécessairement vraie.

. +1 1
Soient (xlvw% cee vxn+17) € In+ et (>‘17)‘27 s aAn+1) € (R+)n+ .

e Remarquons tout d’abord que si A € R, et (z,y) € I? avec z < y alors,
rsxx+(1-Ny<y.
Autrement dit, puisque I est un intervalle,
A+ (1-Nyel
Notons pp =y ;_; A\. Comme ) ;'_, ’\#—" =1et que (x1,...2,) € I", nous

en déduisons, d’aprés ’hypothése de récurrence : x = ZZ=1 %zk el
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weR, et (v,x,41) € Iz, donc, d’aprés notre remarque liminaire : px +
(1 - /’L)xn+1 el

n+1

Autrement dit : ) 7 Mgz € L.
e En gardant les notations précédentes, et puisque f est convexe :

fpr + (1= p)rper) < pf(x) + (1= p) f(2541)

Autrement dit :

f (,fo + (]- - N)wil) < ,LLf(Z %xk> + )‘n+1f(xn+1)

k=

—

D’aprés ’hypothése de récurrence :

f (,U,(E + (]— - ﬂ)xn+1) < /J’f(z %xk> + >\n+1f(xn+1)

k=

[

Enfin :

f (,U/(E + (1 - /J')xn+1) < f Z )‘k (ﬁk) + >\n+1f($n+1)
k=1

Nous avons établi que Z(n + 1) est vraie.

2 2 A *
Nous avons démontré par récurrence sur n € N que Z(n) est
. *
vraie pour tout n € N".

10. Deux applications.

(a) A l’aide de la concavité de In, démontrer que pour tout (a,b,c) € (Ri)‘g,

on a
Yobe < a+b+c
abe § ———
ln( v abc) = ln((abc)%)
_In(a) +1In(b) + In(c)
B 3
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La fonction logarithme étant concave :
ln( v @bc) <In atbte
h 3

La fonction exponetielle étant croissante :

b
expoln Vabe <expoln aroTe
3

3
Vabe < atbre

3

(b) Démontrer que In o In est concave sur ]1, + oo[.
En déduire que pour tout(z,y) € (]J1, + oo[)?, on a

ln(x ;— y) 2 /In(z) In(y).

N * . N
In est concave sur 1,4 0o[, & valeurs dans R} et croissante donc, d’aprés
la question 7.c

In o In est concave.

Nous en déduisons :

ln01n(x;y) ln01n(ac)+ln01n(y)
lnoln(m ;— y) % ln(x)ln(y)]
1noln(x h y) 1n[(1n(x) In(y))? ]

+ o

x

ln01n< 2y) [ ln(x)ln(y]

Puis exponentielle étant croissante :

i y) = expoln [\/ln(m) ln(y)]

exp011101n(17

In ( 2y ) = /In(z) In(y).
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III Inégalité des trois pentes et conséquences.

Soit f une fonction, & valeurs dans R, définie sur I.
Pour tout a € I, on considére la fonction

I\{a} — R
Aa:{ t (1) ~ f(a)

t—a

11. (a) On suppose dans cette question que la fonction f est convexe sur I.
Soient a € I et (t,u) € (I'\ {a})? tel que ¢ < u.

i. On suppose que t < u < a. D’aprés la question 6.a, on sait qu’il
existe A €]0;1[ tel que u = At + (1 — Na.

Zér(no)ntrer que f(u) — f(a) < X(f(t) = f(a)) puis que A,(t) <

flu) = f(a) = f (M + (1= N)a) - f(a)

Puisque f est convexe :

f(u) = f(a) < Af(t) + (1 = A)f(a) = f(a)
A

f(t) = f(a))

<
<

f(u) = f(a) < A(f(?) = f(a)).

De : u < a nous déduisons : u—a < 0.
Et donc :

J() = fla) |\ J() = (a)

S0~ S
M+ (1-Na
L\ 1) = f(a)
A(t —a)
5 f(t) = f(a)

T t—a

==
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Autrement dit :

Ay (u) = Al(8).

ii. On admet que cette derniére inégalité reste vraie pour a <t < u et
pour t < a < u. Que peut-on en déduire pour A, ?

Ainsi : Y(tu) € (I\ {a})?, (t <u) = A (t) < Ay(u).
Autrement dit :

A, est croissante sur I \ {a}.

(b) On suppose dans cette question que, pour tout a € I, A, est croissante
sur I\ {a}.
Soient (z,y) € I” tel que z < y et A € [0;1[.

i. Démontrer que A, (Az + (1 — \)y) < A.(y).

Puisque z <y et A€ [0;1[, x < Az + (1 = Ny < y.
A, étant croissante sur I \ {z} nous en déduisons :

Ay (Az+ (1= A)y) < Ax(y)-

ii. En déduire que f est convexe sur 1.

D’apreés la question précédente et dans les mémes conditions (no-
tamment z < y) :

fOz+A=ANy) = flz)  fly) = fz)
M+ (1=-Ny—=x y-—x
fQz+A-Ny) - flx) _ fy) - f(=)
(1= (y—z) Coy-e
fQz+ (1 -N)y) - fl2) < (f(y) - f(@))(1-A)
fQz+ (1 =A)y) < flz) - (1 =) f(z) + f(y)(1-A)
fQz+ (1 =A)y) < flz) + (1= A)f(y)

Du fait du role symétrique joué par x et y le résultat reste valable
pour tout (z,y) € I°.
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Par conséquent :

f est convexe sur I.

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A, pour que f soit
convexe sur /.

D’apres les question 11.a et 11.b

f est convexe sur [ si et seulement si pour tout a € I, A,
est croissante sur I \ {a}.

On suppose dans la suite de cette partie III que la fonction f est
convexe sur /.

12. Soit (a,b,c) € 12 tel quea<b<e.
(a) En utilisant la question 11, démontrer I'inégalité des trois pentes :

J) = fa) _ J(0)=1(a) _ f(0) = f(b)

b—ua c—a c—b

D’aprés la question 11 A, est croissante sur I \ {a}, or b < ¢ donc
Ay (b) < Ag(e).
Autrement dit :

F(b) = f(a) _ f(e) = f(a)

b—a c—a

De méme :
A (a) < A(D).

Autrement dit :
fla) = f(c) < f0) = fe)

a—c b—c

Finalement

[B)=f(a) o fle)=fla) L fle)=f(b)
~ ~ 17b -

b-a c—a

(b) Ilustrer cette inégalité par une figure.
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f()=f(a)
b—a

v

a

13. (a) Théoréme de la limite monotone.

Soit ¢ une fonction croissante sur intervalle Ja,b[ avec (a,b) € R* et
a<b.

i. Démontrer que si ¢ est majorée alors elle admet une limite finie &
gauche en b, égale a la borne supérieure de ’ensemble {¢(z) ; = €

la,b[}.

{p(x) | = €la,b[} est une partie non vide (a < b) et majorée de R
( ¢ est majorée) donc cette partie admet une borne supérieure que
nous noterons L.

Démontrons que ¢(x) — L.
2

z<b

Soit € € R}.
Puisque L est une borne supérieure :

Jzg €la;0[, L —e < p(xg) < L.
Puisque ¢ est croissante nous en déduisons :
Vo €lag,bl, |L —¢(x)] <e.

Autrement dit :

o(x) converge vers L lorsque z tend vers b par valeur
inférieures.
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ii. Sans démonstration, que peut-on dire si ¢ est minorée?

Si ¢ est minorée alors elle admet une limite finie a droite
en a, égale a inf{p(z) | z €la,b[}.

(b) Soit (a,b,c) € I tel que a < b < c.

i. En appliquant le théoréme de la limite monotone & A,, démontrer
que f est dérivable & gauche et & droite en b et que

SO0 1oy < gy < HOZSO)

* Soit x €]a,bl[.
Puisque Ay est croissante sur I\ {b} et v <b< c:

Ap() < Ap(c).

Ainsi A, est croissante et majorée sur Ja,b[ donc, d’aprés le théo-
réme de la limite monotone,

Ay(x) — [y (b).

x<b

* Puisque A, est croissante : Ap(a) < Ay(x) pour tout z €]a,b[.
Donc : Ay(a) < f'g(b).

* Par symétrie on a aussi : f 4(b) < Ay(c).

* De plus, pour tout 2,y €]a.c[” tel que z < b < y, puisque A, est
croissante :

Ay(x) < Ay(y).
En passant a la limite :

lim Ay (x) < lim Ay (y).
z—b y—b

x<b b<y

Donc :
'4(0) < fla(b).

Finalement nous avons bien

Ay(a) < f',(b) < f'4(b) < Ay(e).
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ii. Montrer que f est continue en b.
Comme nous 'avons remarqué a la question précédente :
Y €]abl, Ay(z) < £y (b).
Puisque b —z > 0 :
F(B) = () < £y (b)(b - 2).
De méme nous obtiendrions :
Va €lbel, f(x) = f(b) < £ o(b)(x — b).
Nous en déduisons :
Vo elacl, [f(2) - £ < max (f,(6),F4(b)) o - bl.

Ainsi f est lipschitzienne sur Ja,c[ donc

f est continue en b.

(c) Donner un exemple d’une fonction convexe et non continue sur un in-
tervalle.

Soit. g 'application définie sur [0;1], & valeurs dans R, définie par

[z sixz€]o;1]
g(x)—{l siz=0

g est clairement convexe (et concave) sur ]0;1]. De plus, pour tout
A€e[0;1] et y €]0;1],

gAX0+(1=N)y) =g((1-A)y)
91011 = Idjo;1) donc

gAX0+(1=Ny)=(1-N)y
= (1-Ag(y)
<A+ (1-N)g(y)
< Ag(0) + (1= XA)f(y)

Ainsi

g est convexe sur [0;1] et pourtant discontinue en 0.
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IV Caractérisation des fonctions convexes dérivables.

Soit f une fonction dérivable sur I. On note f' sa fonction dérivée sur 1.

14. Dans cette question, on suppose f convexe sur [.

(a) Montrer que pour tout (a,b) € I? tel que a < b, on a

flay < LD ¢ g,

A . 1 .
et en déduire que f est croissante.

* Soit (a,b) € I?, avec a < b.

Nous avons établi a la question 13 (a) i que, pour f convexe,

f(bl)) : i(a) < f'g(b).

Mais puisque f est dérivable sur I, f'g(b) = f'(b) et donc

J(0) = f(a) _

L0 < ).

Par symétrie :
Ir N < f(b) - f(a)
f(a) < T b-—a

flor < LD < iy

* Ainsi :
V(ab) € Ia<be f'(a) < f(b).

Autrement dit :

I .
f est croissante sur I.

(b) Justifier que la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses
tangentes.

Soit (a,z) € I°.
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* D’aprés la question précédente, si a < x alors :

f(@) = f(a)

fl(a) s =——
Puisque qu’alors x —a > 0 :
fi(a)(@ = a) + f(a) < f(2).
* De méme, si x < a alors

f(z) - f(a)

Tr—a

< f'(a).
Comme z —a <0 :
f(@) = f'(a)(z - a) + f(a).

Donc

la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses
tangentes.

15. Dans cette question, on suppose f’ croissante sur I.

Soit (z,y) € I” tel que z < y. On considere la fonction ¢ définie sur [0,1] par

vVt e [0,1], ¢(t) = tf(x) + (L= 1) f(y) - f (tz + (1 - t)y).

(a) Démontrer que ¢ est dérivable sur I et déterminer sa dérivée ¢'.

Il y a une coquille dans 1’énoncé. ¢ n’est pas définie sur I mais sur [0;1]

et c’est sur cet intervalle qu’elle est dérivable.

¢ est bien définie sur [0;1].

De plus c’est la somme d’une fonction affine et de la composée de f et
d’une fonction affine. f étant dérivable I nous en déduisons que

¢ est dérivable sur [0;1].

De plus

Yt e [0;1], ¢'(t) = f(z) = f(y) — (x = y)f (tx + (1= t)y).
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En utilisant le théoréme des accroissements finis pour f entre x et y,
démonter qu’il existe v €]0; 1[ tel que pour tout ¢ € [0;1],

¢'(t) = (@ —y) (f'(ya+ 1 =7)y) - fte + (1= t)y)).

L’application f est continue sur [x,y] (z < y) et dérivable sur Jx,y[,
donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis :

f(@) - )

3o eloyl, == =),

Or:z€lryle Iy €l0; 1], z = vz + (1 - 7)y,
donc :

3y €]0; 1[, f(x) = f(y) = (x = y)f (ya + (1 =7)y).

Soit t € [0;1].
En substituant f(iz)— f(y) par expression précédente dans I’expression
de gb' obtenue a la question précédente :

¢ (t)=(x—y)f (yo+ (L =")y) = (@ —y)f (tr + (1 —t)y).

En factorisant par x — y nous obtenons bien que

pour tout ¢t € [0;1],

¢'(t) = (@ —y) (f'(ya+ (1 =y) - fte + (1= t)y)).

En déduire les variations de ¢.

- 1 4 .
Puisque [ est supposée croissante sur [ :

t 0 Y 1
flyz + (1 =7)y) - _
b + (1 - t)y) 0

D’ou, sachant que z —y < 0 :
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T 0 Y 1
¢ + 0 -
o(7)

¢ 7 o~
0 0

Ceci étant valable pour tous (z,y) € I” et ¢ € [0;1], nous en déduisons
que :

¢ est convexe sur [.

(d) En déduire que la fonction f est convexe sur I.

De la question précédente nous déduisons que, pour tout ¢ € [0;1] :

0= ¢(t)

Nous en dédiuisons successivement :

0<tf(z)+ (1 -t)f(y) - f(tz + (1 -1t)y)
) <

flz+ 1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)

16. Montrer qu’une fonction f deux fois dérivable sur I est convexe sur [ si et
seulement si f" est positive sur .

Supposons [ deux fois dérivable sur I.

* D’aprés la question 14, si f est convexe alors f' est croissante ce qui équi-
vaut a dire que f" est positive.

* Réciproquement si f" est positive alors f ' est croissante et, d’aprés la ques-
tion 15, f est alors convexe.

3 - . pll
f est convexe sur [ si et seulement si f° = 0.
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V Différentes inégalités.

17. Soit f : R} — R est une fonction concave.
(BRI - R
On définit la fonction 1 : -
(zy) = yf (;)

a) Démontrer que pour tout (x;,x e (R*)* on a
( ) q 1% 1,22,1,Y2 +) >

Y(1,91) + V(22,y2) < V(21 + T2,y1 + Y2).

) 4
Soient (x1,22,1,Y2) € (R:) :

Notons t = —4—.
Y1ty2

Nous remarquons que :

T +£C2 T To
—=t—+(1-t) —.
Y1ty t?/l (1-1) Y2

Puisque [ est concave :

Z1
Y1t Y2

Lo

va-ogZgls () sa-nr(z)

f[t
Autrement dit :
x1+m2)> 1 (:z:l) 1 (a:Q)
> =)+ — =,
f(y1+yz AT R LA

Puisque y; + yo > 0 on a bien

(@ + To,i1 + y2) = Y(x1,y1) + P(22,92).

(b) En déduire que pour tout n € N* et tout (zq,...,Tn.Y1,...,Yn) €
(Ri)%, on a

i V(@p,yr) < ¢(i T, i yk) (%%).
k=1 k=1 k=l

/. Sz 4 *
Démontrons la propriété par récurrence sur n € N

* L’égalité est triviale pour n = 1.
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* Soit n € N*. Supposons l'inégalité vraie au rang n et démontrons
qu’elle l’est encore au rang n + 1.

Soit (xla s Tna1Y1s - ayn+1) € (R:)
Par hypothése de récurrence :

2n+2

n+1

Z /(/)(xlmyk) < '(/} (Z T, Z yk) + w(mn+17yn+l)
k=1 k=1 k=1

D’aprés la question précédente :

n+1

13 n
Z (@) <P ($n+1 + Z ThyYn+1 + Z yk)
k=1 k=1 k=1

Ainsi la proposition est vraie au rang n + 1.

Nous avons démontré par récurrence que :
Vn € N*7 V(Il, R Y A R 7yn) € (Rj)%l )
Y et (o) U (X ey Thoo X ey Uk)-

18. Application.
Soient p,q €]1; +0o[ tels que é + % =1.

1
Dans cette question, f :t+ tr.
(a) Démontrer que f est concave sur R}.

f est deux fois dérivable sur R} et, pour tout = € R} :

@) =5(5-1)e

Ainsi f" < 0. Autrement dit

- *
f est concave sur R,.

(b) Soient n € N* et (aq,...,a,,b1,...,b,) € (Ri)%

En utilisant (%), démontrer I'inégalité de Holder :
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En utilisant la fonction 1 associée & f de la question précédente nous

avons :
n n n
P a P q
Zw(akabk) <Y Zak’zbk
k=1 k=1 k=1

Autrement dit on a successivement :

1 1
n P\p n n P\p
Yoo (L) <[ Liz1 % )
k bq = k Zn bq
k=1 k k=1 k=1"k
1-1 1
P

1=
= a
sia
S
ES
/N
1=
e
1=
S
ESlS]

k=1 k

U}
_
E
[}
i

Et puisque i + é = 1 nous avons finalement

3 =

22:1 apby < (ZL b;i)g (Zzzl “2)
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