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Notations.

N désigne l'ensemble des entiers naturels et R l'ensemble des nombres réels.
Pour i et j deux entiers naturels tels que i ⩽ j, Ji, jK désigne l'ensemble des

entiers k tels que i ⩽ k ⩽ j.
Pour n et k deux entiers naturels tels que 0 ⩽ k ⩽ n, on note (n

k
) le coe�cient

binomial k parmi n.
On désigne par R[X] le R-espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels et,

pour tout entier naturel n, par Rn[X] l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients
réels de degré inférieur ou égal à n.

On identi�e un polynôme et la fonction polynomiale associée.
On se place dans un plan a�ne euclidien P muni d'un repère orthonormé direct

(O; i⃗, j⃗).
On note

−→
P le plan vectoriel dirigeant P et B la base (i⃗, j⃗).

Pour tout vecteur u⃗ de
−→
P , on note ∥u⃗∥ sa norme euclidienne.

Dé�nitions.

Un point pondéré est un couple (M,α), oùM est un point de P et α un nombre
réel. Pour tout entier naturel n non nul, un système de n + 1 points pondérés est
un (n + 1)-uplet ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)). Le poids total de ce système de points
pondérés est

α =
n

∑
k=0

αk.

Partie A : barycentres.

I Existence et caractérisation.

Soit n un entier naturel non nul et ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)) un système de n+1
points pondérés de poids total α.

1. On note f l'application de P dans
−→
P qui, à tout point M de P associe le

vecteur

f(M) =
n

∑
i=0

αi
−−−→
MPi.
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(a) Soient M et N deux points de P. Démontrer l'égalité vectorielle

f(M) = f(N) + α−−−→NM.

f(N) =
n

∑
i=0

αi
−−−→
NPi

D'après la relation de Chasles :

f(N) =
n

∑
i=0

αi (
−−−→
NM +

−−−→
MPi)

=

n

∑
i=0

αi
−−−→
NM +

n

∑
i=0

αi
−−−→
MPi

= (
n

∑
i=0

αi)
−−−→
NM + f(M)

= α
−−−→
NM + f(M)

∀(M,N) ∈ P2
, f(N) = f(M) + α−−−→NM .

(b) Démontrer que, si α ≠ 0 alors f est injective et surjective.

Soit α ∈ R∗.
* Montrons que f est injective.

Soit (M,N) ∈ P2 tel que f(M) = f(N).
D'après la question précédente on a donc :

α
−−−→
MN = 0⃗

Et puisque α ≠ 0 :

−−−→
MN = 0⃗

Autrement dit M = N .
Nous avons démontré que :∀(M,N) ∈ P2

, f(M) = f(N) ⇒M = N .
Autrement dit :

f est injective.
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* Montrons que f est surjective.

Soient u⃗ ∈
−→
P et O ∈ P.

α ≠ 0 il est donc loisible de noter M l'image de O par la translation
de vecteur 1

α
(f(O) − u⃗).

Par construction nous avons alors :

f(M) = f(O) + α−−−→MO

= f(O) + α 1
α (u⃗ − f(O))

= u⃗

Nous avons démontré que : ∀u⃗ ∈
−→
P , ∃M ∈ P, f(M) = u⃗.

Autrement dit :

f est surjective.

(c) En déduire que f est bijective si et seulement si α ≠ 0.

Démontrons l'équivalence proposée ar conditions nécessaire et su�sante.

* Nous avons établit à la question précédente que si α ≠ 0 alors f est
surjective.

* Montrons la réciproque : si f bijective alors α ≠ 0.
Pour cela démontrons la contraposée : si α = 0 alors f n'est pas
bijective.
Supposons donc α = 0.
Soient M et N deux éléments de P.
D'après I.1.a : f(M) = f(N) + 0

−−−→
MN = f(N).

Ainsi f est constante et n'est donc pas injective (car P n'est pas réduit
à un élément).
f n'étant pas injective elle n'est a fortiori pas bijective.
Nous avons démontré la contraposée

Nous avons établi par condition nécessaire et su�sante que

f est bijective si et seulement si α ≠ 0.
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2. On suppose α non nul. Montrer qu'il existe un unique point G tel que

n

∑
i=0

αi
−−→
GPi = 0⃗.

Ce pointG est appelé barycentre du système de points pondérés ((Pi, αi))0⩽i⩽n.
On note

G = bar ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)) .

α ≠ 0 donc, d'après la question I.1.c, f réalise une bijection de P sur
−→
P . Or

0⃗ ∈
−→
P ,

il existe donc un unique G ∈ P tel que f(G) = 0⃗.

3. On suppose que α ≠ 0 et on note G le barycentre du système ((Pi, αi))0⩽i⩽n.
Montrer que, pour tout point M de P,

∑
i=0

αi
−−−→
MPi = α

−−→
MG.

Soit M ∈ P.
D'après la question I.1.a :

f(M) = f(G) + α−−→GM

et donc, d'après la question précédente :

f(M) = α−−→GM

∀M ∈ P, ∑i=0 αi
−−−→
MPi = α

−−→
MG.

II Barycentre de deux points.

Soient P0, P1 deux points distincts du plan P.
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1. Quel est le barycentre du système de points pondérés ((P0, 1), (P1, 1)) ?

Le barycentre de ((P0, 1), (P1, 1)) est le point G tel que :

−−−→
GP0 +

−−−→
GP1 = 0⃗.

Autrement dit

G est le milieu de [P0P1].

2. Démontrer que pour tout nombre réel t, le barycentre du système de points
pondérés ((P0, t), (P1, 1 − t)) appartient à la droite (P0P1).

Soit t ∈ R.
Notons Gt le barycentre de ((P0, t), (P1, 1 − t)).

Démontrons que Gt ∈ [P0P1].

Par dé�nition du barycentre :

t
−−−→
GtP0 + (1 − t)−−−→GtP1 = 0⃗

D'après la relation de Chasles et la bilinéarité du produit scalaire :

t
−−−→
GtP0 + (1 − t)−−−→GtP0 + (1 − t)−−−→P0P1 = 0⃗

−−−→
GtP0 + (1 − t)−−−→P0P1 = 0⃗

(1 − t)−−−→P0P1 =
−−−→
P0Gt

Ce qui correspond à la dé�nition du fait que le point Gt appartient à la droite
(P0P1). On peut évoquer la colinéarité caractérisant l'alignement si une autre
dé�nition est choisie.

∀t ∈ R, bar ((P0, t), (P1, 1 − t)) ∈ (P0P1).

3. Soit M un point de la droite (P0P1).

(a) Démontrer qu'il existe un unique nombre réel t tel que M soit le bary-
centre du système de points pondérés ((P0, t), (P1, 1 − t)).

Démontrons l'existence et l'unicité de M en raisonnant par analyse-
synthèse.
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* Si M est le barycentre alors, en raisonnant comme en II.2, on doit

avoir :
−−−→
P0M = (1− t)−−−→P0P1. Autrement dit M est l'(unique) image de

P0 par la translation de vecteur (1 − t)−−−→P0P1.

* Réciproquement, supposons que M soit le point tel que
−−−→
P0M = (1 −

t)−−−→P0P1.
Véri�ons que M est alors le barycentre de ((P0, 1), (P1, 1 − t)).

t
−−−→
MP0 + (1 − t)−−−→MP1 = t(t − 1)−−−→P0P1 + (1 − t) (−−−→MP0 +

−−−→
P0P1)

= t(t − 1)−−−→P0P1 + (1 − t) ((t − 1)−−−→P0P1 +
−−−→
P0P1)

= 0⃗

Nous avons démontré par analyse-synthèse

il existe un unique t ∈ R tel que M soit le barycentre de
((P0, t), (P1, 1 − t)).

(b) Donner une condition nécessaire et su�sante portant sur t pour que M
soit un point du segment [P0P1].

M ∈ [P0P1] équivaut successivement à :

∃t ∈ [0, 1], −−−→P0M = t
−−−→
P0P1

∃t ∈ [0, 1], 0⃗ =
−−−→
MP0 + t

−−−→
P0M + t

−−−→
MP1

∃t ∈ [0, 1], 0⃗ = (1 − t)−−−→MP0 + t
−−−→
MP1

Ainsi

M ∈ [P0P1] si et seulement si il existe t ∈ [0, 1] tel que M
soit le barycentre du système pondéré ((P0, 1 − t), (P1, t)).

III Propriétés du barycentre.

1. Homogénéité.

(a) Soit λ un réel non nul. Montrer que le barycentre du système de points
pondérés ((P0, λα0), (P1, λα1), . . . , (Pn, λαn)), de poids total supposé
non nul, est égal au barycentre du système de points pondérés
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((P0, α0), (P1, α1), . . . , (Pn, αn)).
Soit G le barycentre de ((P0, λα0), (P1, λα1), . . . , (Pn, λαn)).
Démontrons que G est barycentre de ((P0, α0), (P1, α1), . . . , (Pn, αn)).
((P0, λα0), (P1, λα1), . . . , (Pn, λαn)) est de poids total non nul donc :
∑n
k=0 λαk ≠ 0. Or λ ≠ 0 donc ∑n

k=0 αk ≠ 0.

On a :

n

∑
k=0

λαk
−−−→
GPk = 0⃗

λ
n

∑
k=0

αk
−−−→
GPk = 0⃗

λ ≠ 0 donc

n

∑
k=0

αk
−−−→
GPk = 0⃗

Puisque ∑n
k=0 αk ≠ 0,

G est le barycentre du système de points pondérés
((P0, α0), (P1, α1), . . . , (Pn, αn)).

(b) Soient trois points P0, P1, P2 formant un triangle non aplati du plan P.
On suppose qu'il existe deux triplets (α0, α1, α2) et (α′0, α′1, α′2) de
nombres réels, chacun de somme non nulle, tels que les barycentres des
systèmes ((P0, α0), (P1, α1), (P2, α2)) et ((P0, α

′
0), (P1, α

′
1), (P2, α

′
2)) soient

égaux. On note alors M ce point.
Démontrer que (α0, α1, α2) et (α′0, α′1, α′2) sont proportionnels.
Indication : on pourra justi�er que (−−−→P0P1,

−−−→
P0P2) est une base de l'espace

vectoriel
−→
P et décomposer le vecteur

−−−→
P0M dans cette base de deux façons

di�érentes.

Démontrons que les triplets sont proportionnels.

* P0, P1, P2 formant un triangle non aplati du plan P,
−−−→
P0P1 et

−−−→
P0P2,

qui ne sont pas nuls, ne sont pas colinéaires, et donc(−−−→P0P1,
−−−→
P0P2) est

une base de
−→
P qui est un espace vectoriel de dimension deux.
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* Puisque M est barycentre de ((P0, α0), (P1, α1), (P2, α2))

f(M) = 0⃗

f(P0) + α
−−−→
P0M = 0⃗

−−−→
P0M = −

1
αf(P0)

−−−→
P0M = −

α1

α
−−−→
P0P1 −

α2

α
−−−→
P0P2

Ainsi les coordonnées de
−−−→
P0M dans la base (−−−−→P0P1,

−−−→
P0P2) sont (−α1

α
,−α2

α
).

* De même les coordonnées de
−−−→
P0M dans la base (−−−−→P0P1,

−−−→
P0P2) sont

(−α
′
1

α′
,−α

′
2

α′
).

* Nous en déduisons par unicité des coordonnées relativement à une

base : α′1 =
α
′

α
α1 et α′2 =

α
′

α
α2.

* En�n de α′1α = α1α
′ nous déduisons

α
′
1α0 + α

′
1α1 + α

′
1α2 = α1α

′
0 + α1α

′
1 + α1α

′
2

α
′
1α0 = α1α

′
2 − α

′
1α2 + α1α

′
0

Or, par proportionnalité α1α
′
2 − α

′
1α2 = 0 donc

α
′
1α0 = α1α

′
0

α
′

α α1α0 = α1α
′
0

α
′

α α0 = α
′
0

Finalement

(α0, α1, α2) et (α′0, α′1, α′2) sont proportionnels.

2. Associativité simple.

(a) Un cas particulier.

Étant donnés trois points A, B, C du plan P et trois réels α, β, γ tels
que α + β + γ ≠ 0, on note m1 = α + β et G1 le barycentre du système
((A,α), (B, β)).
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i. Démontrer que le barycentre du système ((G1,m1), (C, γ)) est égale
au barycentre du système ((A,α), (B, β), (C, γ)).

Notons G le barycentre de ((G1,m1), (C, γ)).

Démontrons que G est barycentre de ((A,α), (B, β), (C, γ)).

α
−−→
GA + β

−−→
GB + γ

−−→
GC = α

−−−→
GG1 + β

−−−→
GG1 + α

−−−→
G1A + β

−−−→
G1B + γ

−−→
GC

= m1
−−−→
GG1 + α

−−−→
G1A + β

−−−→
G1B + γ

−−→
GC

= m1
−−−→
GG1 + γ

−−→
GC

= 0⃗

G est barycentre de ((A,α), (B, β), (C, γ)).

ii. En utilisant ce résultat, démontrer que les trois médianes d'un tri-
angle non aplati sont concourantes en un point

Soient A, B et C trois points distincts et non alignés du plan.
NotonsB′ le milieu de [AC] etG le barycentre de ((A, 1), (B, 1), (C, 1)).

Montrons que G ∈ (BB′).

B
′ est le milieu de de [AC] donc le barycentre de ((A, 1), (C, 1))

d'après la question II.1.

D'après la question II.2.a.i,G est donc le barycentre de ((B, 1), (B′
, 2)).

Donc, d'après la question II.3.a,

G ∈ (BB′).

Par symétrie on a également G ∈ (AA′) et G ∈ (CC ′), autrement
dit

les médianes du triangles sont concourantes en le
barycentre de ((A, 1), (B, 1), (C, 1)).
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(b) Cas général.

Soit n un entier naturel non nul, I = J1, nK et r un entier naturel non
nul inférieur ou égale à n. On suppose que I = J0 ∪ J1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Jr, les Jk
(k ∈ J0, rK) étant non vides et deux à deux disjoints. On considère un

système de points pondérés ((Pi, αi); i ∈ I) avec
n

∑
i=0

αi ≠ 0. Pour tout

k ∈ J0, rK, on suppose que βk = ∑
i∈Jk

αi ≠ 0 et on note Qk le barycentre

du système ((Pi, αi); i ∈ Jk).

Démontrer que
r

∑
k=0

βk ≠ 0 et que

bar ((Pi, αi); i ∈ J0, nK) = bar ((Qk, βk); k ∈ J0, rK) .

* Justi�ons ∑ k = 0
r
βk ≠ 0.

r

∑
k=0

βk =
r

∑
k=0

∑
i∈Jk

αi

Puisque les Jk sont disjoints deux à deux :

r

∑
k=0

βk = ∑
i∈⋃r

k=0 Jk

αi

=

n

∑
i=0

αi

et donc

∑r
k=0 βk ≠ 0.

* Démontrons par équivalences qu'un point M est le barycentre de l'un
des système sis et seulement si il est barycentre de l'autre.

M est le barycentre G de ((Pi, αi); i ∈ I) si et seulement si

−−→
MG = 0⃗
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ce qui, comme ∑i∈I αi ≠ 0, équivaut à

n

∑
i=0

αi
−−−→
MPi = 0⃗

r

∑
k=0

∑
i∈Jk

αi
−−−→
MPi = 0⃗

d'après A.I.3, chaque Qk étant un barycentre :

r

∑
k=0

βk
−−−→
MQk = 0⃗

Ce qui équivaut à dire queM est le barycentre de ((Qk, βk); k ∈ J0, rK)
car ∑r

k=0 β ≠ 0.
Ainsi

un point est le barycentre de ((Pi, αi); i ∈ I) si et
seulement s'il est le barycentre de ((Qk, βk); k ∈ J0, rK).

3. Associativité double.
On considère deux entiers naturels p et n, un n + 1-uplet (P0, . . . , Pn) de
points de P et deux familles �nies de réels (αi)0⩽i⩽p

0⩽j⩽n
et (βi)0⩽i⩽p véri�ant

∀i ∈ J0, pK,
n

∑
j=0

αi,j = 1 et
p

∑
i=0

βi = 1.

Pour tout i ∈ J0, pK, on note Bi le barycentre du système de points pondé-
rés ((Pj , αi,j); j ∈ J0, nK) et on note G le barycentre du système de points
pondérés ((Bi, βi); i ∈ J0, pK).

Démontrer que
n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j) = 1 et que G est le barycentre du système de

points pondérés ((Pj ,
p

∑
i=0

βiαi,j) ; j ∈ J0, nK).

* Montrons : ∑n
j=0 (∑p

i=0 βiαi,j) = 1.
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n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j) =
p

∑
i=0

(
n

∑
j=0

βiαi,j)

=

p

∑
i=0

βi (
n

∑
j=0

αi,j)

=

p

∑
i=0

βi

= 1

Ainsi

∑n
j=0 (∑p

i=0 βiαi,j) = 1.

* Montrons que G est le barycentre.

Nous avons établi ∑n
j=0 (∑p

i=0 βiαi,j) ≠ 0.

Les sommes étant �nies :

n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j)
−−→
GPj =

n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j
−−→
GPj)

bi étant le barycentre de ((Pj , αi,j); j ∈ J0, nK),

n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j)
−−→
GPj =

p

∑
i=0

βi (
n

∑
j=0

αi,j
−−→
GPj)

=

p

∑
i=0

βi (
n

∑
j=0

αi,j)
−−−→
GBi

Puisque ∑n
j=0 αi,j = 1,

n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j)
−−→
GPj =

p

∑
i=0

βi
−−−→
GBi
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G étant le barycentre du système de points pondérés ((Bi, βi); i ∈ J0, pK)

n

∑
j=0

(
p

∑
i=0

βiαi,j)
−−→
GPj = (

p

∑
i=0

βi)
−−→
GG

= 0⃗

Ainsi

G est le barycentre du système ((Pj ,∑p
i=0 βiαi,j) ; j ∈ J0, nK).

IV Barycentres et applications a�nes.

Soit g une application a�ne de P dans P. On rappelle que sa partie linéaire ϕg
est l'unique endomorphisme de

−→
P tel que, pour tous points A, B de P,

−−−−−−−→
g(A)g(B) = ϕg(

−−→
AB).

Soit ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)) un système de points pondérés de poids total non
nul. Démontrer que l'image par g du barycentre du système ((P0, α0), . . . , (Pn, αn))
est le barycentre du système de points pondérés ((g(P0), α0), . . . , (g(Pn), αn)).

Notons G le barycentre de ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)).

g étant a�ne :

n

∑
k=0

αk
−−−−−−−−→
g(G)g(Pk) =

n

∑
k=0

αkϕg (
−−−→
GPk)

ϕg étant linéaire :

n

∑
k=0

αk
−−−−−−−−→
g(G)g(Pk) = ϕg (

−→
∑n

k=0αkGPk)

G étant le barycentre de ((P0, α0), . . . , (Pn, αn)) :

n

∑
k=0

αk
−−−−−−−−→
g(G)g(Pk) = ϕg (0⃗)
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Par linéarité de ϕg :

n

∑
k=0

αk
−−−−−−−−→
g(G)g(Pk) = 0⃗

et donc

g(G) est le barycentre de ((g(P0), α0), . . . , (g(Pn), αn)).

Partie B : polynômes de Bernstein.

Pour tout entier naturel n et tout entier k de l'intervalle J0, nK, on appelle
k-ième polynôme de Bernstein de degré n le polynôme

Bn,k(X) = (nk)X
k(1 − x)n−k.

V Propriétés des polynômes de Bernstein.

1. Valeurs en 0 et en 1.

Démontrer que :

∀n ∈ N, Bn,0(0) = Bn,n(1) = 1

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J1, nK, Bn,k(0) = 0

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0, n − 1K, Bn,k(1) = 0

* Démontrons : ∀n ∈ N, Bn,0(0) = Bn,n(1) = 1.

Soit n ∈ N.
Bn,0(0) = (n

0
)0

0(1 − 0)n−0 = 1.

Bn,n(1) = (n
n
)1
n(1 − 1)n−n = 1.

∀n ∈ N, Bn,0(0) = Bn,n(1) = 1.

* Démontrons : ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J1, nK, Bn,k(0) = 0.

Soient n ∈ N∗ et k ∈ J1, nK.
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0
k
= 0 donc Bn,k(0)(nk)0

k(1 − 0)n−k = 0.

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J1, nK, Bn,k(0) = 0.

* Démontrons : ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0, n − 1K, Bn,k(1) = 0.

Soient n ∈ N∗ et k ∈ J0, n − 1K.
(1 − 1)n−k = 0 donc Bn,k(0)(nk)1

k(1 − 1)n−k = 0.

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0, n − 1K, Bn,k(1) = 0.

2. Positivité.
Démontrer que, pour tout nombre réel t dans l'intervalle [0, 1], tout entier
naturel n et tout entier naturel k de J0, nK,

Bn,k(t) ⩾ 0.

Démontrons : ∀n ∈ N, ∀k ∈ J0, nK, ∀t ∈ [0, 1], Bn,k(t) ⩾ 0.

Soient n ∈ N, k ∈ J0, nK et t ∈ [0, 1].
(n
k
) ⩾ 0, tk ⩾ 0 car t ⩾ 0 et (1 − t)n−k ⩾ 0 car t ⩽ 1.

∀n ∈ N, ∀k ∈ J0, nK, t ∈ [0, 1], Bn,k(t) ⩾ 0.

3. Symétrie.
Démontrer que, pour tout nombre réel t, tout entier naturel n et tout entier
naturel k de J0, nK,

Bn,k(t) = Bn,n−k(1 − t).

Soient n ∈ N, k ∈ J0, nK et t ∈ R.

Montrons : Bn,k(t) = Bn,n−1(1 − t).

Bn,n−k(1 − t) = ( n
n − k)(1 − t)

n−k [1 − (1 − t)]n−(n−k)
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Or ( n
n−k

) = (n
k
) donc

Bn,n−k(1 − t) = (nk)(1 − t)
n−k

t
k

= Bn,k(t)

∀n ∈ N, ∀k ∈ J0, nK, t ∈ R, Bn,k(t) = Bn,n−k(1 − t).

4. Partition de l'unité.

Démontrer que, pour tout nombre réel t et tout entier naturel n,

n

∑
k=0

Bn,k(t) = 1.

Soient n ∈ N, k ∈ J0, nK, t ∈ R.

Montrons que la somme des Bn,k égale 1.

D'après la formule du binôme :

n

∑
k=0

(nk)t
k(1 − t)n−k = [t + (1 − t)]n

= 1

∀t ∈ R, ∀n ∈ N, ∑n
k=0Bn,k(t) = 1.

5. Relations de récurrence.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1 et tout
nombre réel t,

Bn,0(t) = (1 − t)Bn−1,0(t),
Bn,n(t) = tBn−1,n−1(t).

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, tout
entier naturel k de J1, n − 1K et tout nombre réel t,

Bn,k(t) = (1 − t)Bn−1,k(t) + tBn−1,k−1(t).
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VI Dérivabilité et maximum.

Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul.

1. Justi�er que, pour tout k ∈ J0, nK, Bn,k est dérivable et démontrer les égalités
suivantes, valables pour tout nombre réel t :

B
′
n,0(t) = −nBn−1,0(t),

B
′
n,n(t) = nBn−1,n−1(t),

∀n ∈ J1, n − 1K, B′
n,k(t) = n (Bn−1,k−1(t) −Bn−1,k(t)) .

2. Montrer que pour tout k ∈ J0, nK,

B
′
n,k(0) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−n si k = 0,
n si k = 1,
0 si k ⩾ 2.

B
′
n,k(1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

n si k = n,
−n si k = n − 1,
0 si k ⩽ n − 2.

3. Soit k dans J0, nK. Démontrer que la fonction, qui à tout nombre réel t de

l'intervalle [0, 1] associe Bn,k(t), admet un unique maximum, atteint en
k
n .

Donner la valeur de ce maximum.

VII Un peu d'algèbre linéaire.

Soit n un entier naturel supérieur ou égale à 2. Pour P ∈ R[X], on note P ′ son
polynôme dérivé et on dé�nit les polynômes Φn(P ) et Ψn(P ) par :

Φn(P )(X) = nXP (X) +X(1 −X)P ′(X), Ψn(P )(X) =
n

∑
k=0

P (kn)Bn,k(X).

1. Démontrer que Φn et Ψn sont des endomorphismes de Rn[X].

2. Démontrer que, pour tout entier k dans J0, nK,

Φn(Bn,k)(X) = kBn,k(X).

3. En déduire que (Bn,0, Bn,1, . . . , Bn,n) est une base de Rn[X] et que Φn(X)
est diagonalisable dans Rn[X].

4. Démontrer que Φn n'est pas bijectif et que Ψn est bijectif.
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Partie C : courbes de Bézier.

Les courbes de Bézier ont été inventées à la �n des années 1950 par Pierre
Bézier, ingénieur des usines Renault, pour tracer des pro�ls de carrosserie à l'aide
d'un logiciel. Ces courbes sont également utilisées pour concevoir les polices de
caractères dites polices vectorielles, comme la police Postscript.

Dé�nition.

Soit n un entier naturel non nul et (P0, P1, . . . , Pn) un n+1-uplet de points de P.
L'ensemble des pointsM(t) = bar ((P0, Bn,0(t)) , (P1, Bn,1(t)) , . . . , (Pn, Bn,n(t))),
lorsque t décrit l'intervalle [0, 1], s'appelle la courbe de Bézier de points de contrôle
(P0, P1, . . . , Pn). On note cette courbe Γ ((P0, P1, . . . , Pn)). Le point M(t) est le
point de Γ ((P0, P1, . . . , Pn)) de paramètre t.

VIII

1. Montrer que, pour t appartenant à l'intervalle [0, 1], M(t) est bien dé�ni.

2. Montrer que, pour t appartenant à l'intervalle [0, 1]

−−−−−→
OM(t) =

n

∑
k=0

Bn,k(t)
−−−→
OPk.

3. Démontrer que les points P0 et Pn appartiennent à la courbe de Bézier
Γ ((P0, P1, . . . , Pn)).

IX

On considère la courbe de Bézier Γ associée aux points de contrôle
(P0, P1, . . . , Pn−1, Pn) et la courbe de Bézier Γ

′ associée aux points de contrôle
(Pn, Pn−1, . . . , P1, P0) (la liste des points de contrôle de Γ

′ est parcourue en sens
inverse de celle des points de contrôle de Γ).

Pour tout réel t ∈ [0, 1] on pose :

M(t) = bar ((P0, Bn,0(t)), (P1, Bn,1(t)), . . . , (Pn−1, Bn,n−1(t)), (Pn, Bn,n(t))) ,
N(t) = bar ((Pn, Bn,n(t)), (Pn−1, Bn,n−1(t)), . . . , (P1, Bn,1(t)), (P0, Bn,0(t))) .

1. Montrer que, pour tout t ∈ [0, 1], M(t) = N(1 − t).

2. Que peut-on en déduire pour les courbes de Bézier Γ et Γ
′ ?
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X Dans cette question on suppose que P0 et P1 sont distincts et que

Pn et Pn−1 sont distincts.

Montrer qu'un vecteur tangent en P0 à Γ ((P0, . . . , Pn)) est n
−−−→
P0P1 et préciser

un vecteur tangent en Pn à Γ ((P0, . . . , Pn)).

XI

Soit g une application a�ne
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