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Notations.

N désigne I’ensemble des entiers naturels et R ’ensemble des nombres réels.

Pour ¢ et j deux entiers naturels tels que i < j, [i,j] désigne l’ensemble des
entiers k tels que 7 < k < 7.

Pour n et k deux entiers naturels tels que 0 < k < n, on note (Z) le coefficient
binomial k& parmi n.

On désigne par R[ X ] le R-espace vectoriel des polynomes & coefficients réels et,
pour tout entier naturel n, par R,,[ X ] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.

On identifie un polynoéme et la fonction polynomiale associée.

On se place dans un plan affine euclidien P muni d’un repére orthonormé direct
(O; Z,j)

On note 7_3) le plan vectoriel dirigeant P et B la base (Z,j)

Pour tout vecteur u de 7_3), on note ||u|| sa norme euclidienne.

Définitions.

Un point pondéré est un couple (M, o), ot M est un point de P et o un nombre
réel. Pour tout entier naturel n non nul, un systéme de n + 1 points pondérés est
un (n + 1)-uplet ((Py, ag),. .., (P,,a,)). Le poids total de ce systéme de points

pondérés est
n
o = Z Q.
k=0

Partie A : barycentres.
I Existence et caractérisation.
Soit n un entier naturel non nul et ((Py, ag), ..., (P,,a,)) un systéme de n+ 1

points pondérés de poids total a.

1. On note f l'application de P dans 7—7) qui, & tout point M de P associe le
vecteur

FOD) = Y TP
=0
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(a) Soient M et N deux points de P. Démontrer 1’égalité vectorielle

F(M) = f(N) + aNM.

n
F(N) =Y NP,
i=0
D’aprés la relation de Chasles :

f(N) =) oi (N3 + MF)

I}
M= i

= aNM+ZaMP

h
3

Z al) NM + f(M)

=0
M+f(M)

V(M,N) e P, f(N)=f(M)+aNM.

(b) Démontrer que, si o # 0 alors f est injective et surjective.
Soit o € R*.
* Montrons que f est injective.
Soit (M, N) € P* tel que f(M) = f(N).

D’aprés la question précédente on a donc :

o

aMN =0

Et puisque o # 0 :
— -
MN =0

Autrement dit M = N.

Nous avons démontré que : Y (M, N) € P*, f(M) = f(N) = M = N.

Autrement dit :

f est injective.
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* Montrons que f est surjective.

- —-
Soient u € P et O € P.

a # 0 il est donc loisible de noter M l'image de O par la translation
de vecteur é (f(O) —u).
Par construction nous avons alors :

F(M) = f(O) + aMO

= £(0) +a= (il - £(0))

=Uu

Nous avons démontré que : Vi € 73), AM € P, f(M) = u.
Autrement dit :

f est surjective.

(c) En déduire que f est bijective si et seulement si o # 0.

Démontrons I'équivalence proposée ar conditions nécessaire et suffisante.

* Nous avons établit & la question précédente que si o # 0 alors f est
surjective.
* Montrons la réciproque : si f bijective alors « # 0.
Pour cela démontrons la contraposée : si a = 0 alors f n’est pas
bijective.
Supposons donc a = 0.
Soient M et N deux éléments de P.
D'aprés Lla: f(M) = f(N) +0MN = f(N).
Ainsi f est constante et n’est donc pas injective (car P n’est pas réduit
a un élément).
f n’étant pas injective elle n’est a fortiori pas bijective.
Nous avons démontré la contraposée

Nous avons établi par condition nécessaire et suffisante que

f est bijective si et seulement si a # 0.

-3-
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2. On suppose « non nul. Montrer qu’il existe un unique point G tel que
n
— =
Z aZGPZ = 0.
i=0

Ce point G est appelé barycentre du systéme de points pondérés ((P;, ;) )ocicn-
On note
G = bar ((P07 aO)v RS (anan)) .

=
«a # 0 donc, d’aprés la question I.1.c, f réalise une bijection de P sur P. Or
I
0eP,

il existe donc un unique G € P tel que f(G) = 0.

3. On suppose que a # 0 et on note G le barycentre du systéme ((P;, @;))p<icn-
Montrer que, pour tout point M de P,

— —
Y a;MP,; = aMG.
=0

Soit M € P.
D’apreés la question I.1.a :

(M) = f(G) + aGM
et donc, d’aprés la question précédente :

F(M) = aGM

— —
VM eP, Y, ,MP,=aMG.

IT Barycentre de deux points.

Soient Py, P; deux points distincts du plan P.

4
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1. Quel est le barycentre du systéme de points pondérés ((Py,1),(P;,1))?
Le barycentre de ((Py, 1), (P1,1)) est le point G tel que :

—_— -

—
GPO+GP1=O.

Autrement dit

G est le milieu de [Py P ].

2. Démontrer que pour tout nombre réel ¢, le barycentre du systéme de points
pondérés ((Py,t), (P;,1 —t)) appartient a la droite (PyP;).

Soit t € R.
Notons Gy le barycentre de ((Py,t), (P, 1 —1)).

Démontrons que G, € [Py P, ].

Par définition du barycentre :
SN _—
thPO + (1 - t)GtPI =0

D’aprés la relation de Chasles et la bilinéarité du produit scalaire :

P—

SN — .
thPO+(1—t)GtP0+(1—t)POP1 =0
SN -
tho'i'(l—t)P()Pl =0
e _—
(1-t)PyP, = PyG,
Ce qui correspond & la définition du fait que le point G; appartient & la droite

(PyP,). On peut évoquer la colinéarité caractérisant I’alignement si une autre
définition est choisie.

Vt e R, bar((PO,t) (P171 —t)) € (P()Pl)

3. Soit M un point de la droite (PyP;).

(a) Démontrer qu'’il existe un unique nombre réel ¢ tel que M soit le bary-
centre du systéme de points pondérés ((Py,t), (P;,1 —1t)).

Démontrons D'existence et l'unicité de M en raisonnant par analyse-
synthése.

-5-
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* Si M est le barycentre alors, en raisonnant comme en I1.2, on doit
avoir : ITM) =(1- t)ITPI . Autrement dit M est I’(unique) image de
Py par la translation de vecteur (1 — t)PO—Pl).

* Réciproquement, supposons que M soit le point tel que Po—]\j =(1-
)P, P,.

Vérifions que M est alors le barycentre de ((Py, 1), (P, 1 —1t)).

e — —_— — —_
tMPy+ (1= t)MP, = t(t — 1) By P, + (1 — 1) (MP0 + POPI)

RN _ ——
= t(t— )PP, + (1 1) ((t PP, + P0P1)

1l
[el)

Nous avons démontré par analyse-synthése

il existe un unique ¢ € R tel que M soit le barycentre de
((P07 t)? (Ph 1- t))

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ¢ pour que M
soit un point du segment [Py P, ].

M € [PyP,] équivaut successivement & :

P P—
3t€[0,1]7 PoM:tP()Pl

3t €[0,1], 0= MPy+ tP,M + tMP;
- _— -
3t e[0,1], 0= (1 —t)MP, +tMP;

Ainsi

M € [PyP,] si et seulement si il existe t € [0, 1] tel que M
soit le barycentre du systéme pondéré ((Py,1—1t), (P,t)).

III Propriétés du barycentre.
1. Homogénéité.
(a) Soit A un réel non nul. Montrer que le barycentre du systéme de points

pondérés ((Py, Aag), (P, Aay), ..., (P, A\a,,)), de poids total supposé
non nul, est égal au barycentre du systéme de points pondérés

-6-
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((POa aO)a (P17 a1)7 RN (anan))
Soit G le barycentre de ((Py, Aag), (P, ), ..., (P, Aa,)).
Démontrons que G est barycentre de ((Py, ag), (Pi,aq), ..., (P, ).

((Py, Aag), (Py, A )y ..., (P, Aavy,)) est de poids total non nul donc :
YrooAag #0.0Or A #0donc ), _ay #0.

On a:
n —_—
Y AyGPy =0
k=0
A Z akGPk =0
k=0
A # 0 donc

Puisque ) ;_, o # 0,

G est le barycentre du systéme de points pondérés
((P(h O‘O)ﬂ (P17 Qg )7 ) (Pn-, an,))'

Soient trois points Py, P;, P, formant un triangle non aplati du plan P.
). . . [N

On suppose qu’il existe deux triplets (ag, a1, @) et (ag, o, ay) de
nombres réels, chacun de somme non nulle, tels que les barycentres des

N I ] ! .
SyStemeS ((POa CVO)? (Plv al)v (P27a2)) et ((P07a0)7 (Pl,al), (PQ’OQ)) soient
égaux. On note alors M ce point.
Démontrer que (g, a1, az) et (o, oy, ay) sont proportionnels.

. . . . —_ —
Indication : on pourra justifier que (POPl, POPQ) est une base de ’espace

— —_
vectoriel P et décomposer le vecteur PyM dans cette base de deux fagons
différentes.

Démontrons que les triplets sont proportionnels.

. . e e
* Py, P, P, formant un triangle non aplati du plan P, PyP; et PyPs,

. . . e —_—>
qui ne sont pas nuls, ne sont pas colinéaires, et donc(POPl, P0P2> est

N
une base de P qui est un espace vectoriel de dimension deux.

-7-
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* Puisque M est barycentre de ((Py, ), (P, o), (Ps, as))

f(Py) +aPyM =0
—_ 1
PoM = -5 f(Fo)
PoM = -ZLRP, - 2PP,

—_— ——— o a
Ainsi les coordonnées de Py M dans la base (POPL P0P2) sont (_717 ——2).

[e3

_— B —
* De méme les coordonnées de PyM dans la base (POPI,POPQ) sont

1 U
(231 Q2
o’ ad )

* Nous en dedulsons par umclte des coordonnées relativement & une
base : o) = —a1 et vy = (;042.

* Enfin de ajo = aga’ nous déduisons

! I I I I I
[eZXeTs) + [e5Ye5] + 10y = X1 + [e5Ke3] + [e5Ye D)

1 1 I I
a1 0n = Qg — Qg + Qg
. <. I I
Or, par proportionnalité a;jas — ajas = 0 donc

1 1
10y = 1
I
(07 I
— Q10 = (&
o 140 1¢0
I

(07 1
— Q) = &
o @o 0

Finalement

] ! 1 -
(g, a1, ) et (ag, ay, ay) sont proportionnels.

2. Associativité simple.

(a) Un cas particulier.

Etant donnés trois points A, B, C du plan P et trois réels o, 3, v tels
que a + 8+ v # 0, on note m; = a + 5 et G; le barycentre du systéme

((4,a),(B,B))-

-8
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i. Démontrer que le barycentre du systéme ((G1,m1), (C,v)) est égale
au barycentre du systéme ((A, «), (B, ), (C,~)).

Notons G le barycentre de ((G1,mq), (C,v)).

Démontrons que G est barycentre de ((A4, «), (B, 3),(C,v)).

— P - —
aGA + BGB +~GC = aGCh + BGG, + aGL A + BGLB +1GC
= m,GCh + aGi A + BC1B +~GC
—_— —
= mlGGl + ’)/GC

G est barycentre de ((A, ), (B, ), (C,~)).

ii. En utilisant ce résultat, démontrer que les trois médianes d’un tri-
angle non aplati sont concourantes en un point

Soient A, B et C trois points distincts et non alignés du plan.
Notons B'le milieu de [AC] et G le barycentre de ((4,1), (B, 1), (C,1)).

Montrons que G € (BB'").

B' est le milieu de de [AC] donc le barycentre de ((4,1),(C,1))
d’aprés la question II.1.

D’apreés la question I1.2.a.i, G est donc le barycentre de ((B, 1),(B', 2))
Donc, d’aprés la question II.3.a,

G e (BB').

Par symétrie on a également G € (AA') et G € (CC'), autrement
dit

les médianes du triangles sont concourantes en le
barycentre de ((A,1),(B,1),(C,1)).
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(b) Cas général.

Soit n un entier naturel non nul, I = [1,n] et r un entier naturel non

nul inférieur ou égale & n. On suppose que I = JoU J; U---U J., les J;

(k € [0,r]) étant non vides et deux & deux disjoints. On considére un
n

systéme de points pondérés ((P;, a;);i € I) avec Zai # 0. Pour tout
i=0

k € [0,r], on suppose que f§; = Z a; # 0 et on note @, le barycentre

i€,

du systeme ((P;, o;);1 € Jy,).

Démontrer que Z Br # 0 et que
k=0

bar((Pi,a'i);i € [[O,’ﬂ]]) = bar((kaBk);k € IIO,TE) .
* Justifions Y k =0"8; # 0.

T

T
Br=) ) w
0 k=04i€Jy

Puisque les Jj, sont disjoints deux & deux :
T
Z B = Z @
k=0
n
-y o
i=0

k=

et donc

Y ko Bk # 0.

* Démontrons par équivalences qu’un point M est le barycentre de I'un
des systeme sis et seulement si il est barycentre de 'autre.

M est le barycentre G de ((P;, ;);i € I) si et seulement si

— o
MG =0

-10-
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ce qui, comme Zie] a; # 0, équivaut a

d’aprés A.1.3, chaque @Q;, étant un barycentre :
T N R
Y BMQy =0
k=0

Ce qui équivaut a dire que M est le barycentre de ((Qg, B¢ ); k € [0,7])
car y ,_o 3 #0.
Ainsi

un point est le barycentre de ((P;,;);7 € I) si et
seulement s’il est le barycentre de ((Qg, 5x); k € [0,7]).

3. Associativité double.

On considére deux entiers naturels p et n, un n + l-uplet (Py,...,P,) de
points de P et deux familles finies de réels (a;)osisp et (B;)g<;<, vérifiant
0sjsn

n p
Vi € [0, p], Zai’j =1et Zﬁi =1.
j=0 i=0

Pour tout ¢ € [0, p], on note B; le barycentre du systéme de points pondé-
rés ((Pj,a;;);j € [0,n]) et on note G le barycentre du systéme de points
pondérés ((B;, 5;); € [0, p])-

n (D
Démontrer que Z (Z Biam») =1 et que G est le barycentre du systéme de
§=0 \i=0

P
points pondérés ((Pj, Z @ai’j) ;7 € [0, n]])

=0

* Montrons : Z}Lo( o B i) = 1.

-11-
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Ainsi

Z?:o( ?:0 @ai,j) =1

* Montrons que G est le barycentre.

Nous avons établi Z?:o( P o Biai ) #0.

Les sommes étant finies :

n P —_— n P —_—
Z (Z m%») GP; = Z (Z ﬁiai,jGPj>

7=0 \i=0 7=0 \i=0

b; étant le barycentre de ((P;,; ;);j € [0,n]),

n P _ n .
oo £1(57)
j=0 \i=

=0 7=0
p n

= zg:/gi( (yhj> (;lgz
=0 7=0

. n
Puisque ) 7_ja;; = 1,

-12-


http://unemainlavelautre.net/capes.html

Capes de mathématique 2020 épreuve 1.

G étant le barycentre du systéme de points pondeérés ((B;, 3;);¢ € [0, p])

n P P _
Z (Z ﬁiai,j) GP; = (Z @-) GG
7=0 \1i=0 =0

=0

Ainsi

G est le barycentre du systeme ((P;, Y7 Bicvi ;) ;7 € [0,n]).

IV Barycentres et applications affines.

Soit g une application affine de P dans P. On rappelle que sa partie linéaire ¢,

N
est I'unique endomorphisme de P tel que, pour tous points A, B de P,

9(A)g(B) = ¢, (AB).

Soit ((Py, ag),- -, (Py,a,)) un systéme de points pondérés de poids total non
nul. Démontrer que I"image par g du barycentre du systéme ((Py, ag), ..., (P, ay))
est le barycentre du systéme de points pondérés ((g(Py), ag), ..., (g(P,), ).

Notons G le barycentre de ((Py, ag), ..., (P, ).

g étant affine :

Y (@B = Y vy (GF)

k=0 k=0

gy €tant linéaire :

Y (@9 = o Y beomGP)
k=0
G étant le barycentre de ((Py, ag), ..., (P, ay)) :

> ag(G)g(Pi) = ¢, (0)

k=0

-13-
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Par linéarité de ¢, :

> arg(G)g(Py) =0
k=0

et donc

g(G) est le barycentre de ((g(P0)~ aO)v (R (g(Pn)a Oén))-

Partie B : polynémes de Bernstein.

Pour tout entier naturel n et tout entier k de lintervalle [0,n], on appelle
k-iéme polynome de Bernstein de degré n le polynome

B i(X) = (Z)X’“(l —a)"

V  Propriétés des polynémes de Bernstein.
1. Valeurs en 0 et en 1.
Démontrer que :
VneN, B,¢0)=B,,(1)=1
¥neN*, Vk e [1,n], B,x(0)=0
¥YneN*, Vke[0,n—1], B,x(1)=0

* Démontrons : Vn € N, B, ((0) = B,, ,,(1) = 1.

Soit n € N.
B, o(0) = (M)0°(1-0)""" = 1.
B, (1) =("1"(1-1)"" = 1.

Vn € N-, Bn70(0) = Bnm(l) =1.

* Démontrons : Vn € N*, Vk € [1,n], B, 1(0) = 0.

Soient n € N* et k € [1,n].

-14-
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0° = 0 donc B, ,(0)(7)0* (1 - 0)" " =0.

Vn € N*, Vk € [1,n], B, ;(0)=0.

* Démontrons : Vn € N*, Vk € [0,n - 1], B, (1) = 0.
Soient n € N* et k € [0,n — 1].

(1-1)"" =0 donc B, ,(0)(})1"(1 - 1)" ™" =0,

VYn €N, Yk € [0,n-1], B, (1) =0.

. Positivité.
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢ dans lintervalle [0, 1], tout entier
naturel n et tout entier naturel k& de [0,n],

B, k(t) = 0.

Démontrons : Vn € N, Yk € [0,n], Vt € [0,1], B, x(t) = 0.

Soient n € N, k € [0,n] et t € [0,1].
(1)20,t"20cart=0et (1-)""20cart<1.

VneN, Yk e[0,n], t €[0,1], B,x(t) =0.

. Symeétrie.
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢, tout entier naturel n et tout entier
naturel & de [0, n],

Bn,k(t) = Bn,n—k(l - t)

Soient n € N, k € [0,n] et t € R.

Montrons : By, (t) = By, n-1(1 = 1).

Bl =1) = (n . k;)(l ~)" - (-

-15-
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Or (n:lk) (Z) donc

Bn,n_k(l - t) = (Z)(l _ t)n—ktk

= Bnk(t)

Vn € N7 Vk € [07”]]7 1S Rr Bu,.k:(t) = B'rr,,'r:—k:(]- - t)

4. Partition de l'unité.
Démontrer que, pour tout nombre réel ¢ et tout entier naturel n,

n
Y Bag(t)=1.
k=0

Soient n € N, k € [0,n], t € R.
Montrons que la somme des B, j, égale 1.

D’aprés la formule du binéme :

n

5 (Z)tk(l —" e (1= 0)]"

k=0
=1

VteR, VneN, Y,  B,i(t) =1

5. Relations de récurrence.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 et tout
nombre réel t,

By, o(t) = (1 =t)B,_10(t),
Bn,n(t) = tBn—l,n—l(t)'

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, tout
entier naturel k£ de [1,n — 1] et tout nombre réel ¢,

B, i (t) = (1 =t)By_q 1 (t) + tBy_q -1 (t).

-16-
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VI Dérivabilité et maximum.

Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul.

1. Justifier que, pour tout k € [0,n], B,, ; est dérivable et démontrer les égalités
suivantes, valables pour tout nombre réel ¢ :

B;,o(t) = —nB,_1,(t),
B’:’L,’I’L(t) = an—l,n—l(t)a
Vn € [[]-an - ]-]]a B’:L,k‘(t) =n (Bn—l,k—l(t) - Bn—l,k(t)) .

2. Montrer que pour tout k € [0, n],

-nsik=0, nsik=n,
BLL,k(O) = nsik= 1, B’:L,k:(l) = -n sik;:n—l,
0sik=2. Osik<n-2.

3. Soit k dans [0,n]. Démontrer que la fonction, qui a tout nombre réel ¢ de

k
Iintervalle [0,1] associe B,, ;(t), admet un unique maximum, atteint en "
Donner la valeur de ce maximum.

VII Un peu d’algébre linéaire.

Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2. Pour P € R[ X ], on note P'son
polynome dérivé et on définit les polynéomes ®,,(P) et ¥, (P) par :

®,(P)(X) = nXP(X)+X(1- X)P(X), T,(P)(X)=) P (%) Byi(X).
k=0

1. Démontrer que ®,, et ¥,, sont des endomorphismes de R,,[ X].
2. Démontrer que, pour tout entier k dans [0, n],
q)n(Bn,k)(X) = an,k(X)
3. En déduire que (B,, 0, By 1, ..., By,.n) est une base de R,[X] et que ®,,(X)
est diagonalisable dans R, [ X].

4. Démontrer que ®,, n’est pas bijectif et que ¥,, est bijectif.

-17-
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Partie C : courbes de Bézier.

Les courbes de Bézier ont été inventées a la fin des années 1950 par Pierre
Bézier, ingénieur des usines Renault, pour tracer des profils de carrosserie a I’aide
d’un logiciel. Ces courbes sont également utilisées pour concevoir les polices de
caractéres dites polices vectorielles, comme la police Postscript.

Définition.

Soit n un entier naturel non nul et (P, P, ..., P,) un n+1-uplet de points de P.
L’ensemble des points M (t) = bar ((Py, B,.o(t)), (P1, Bn1(t)), ..., (Pu, Bun(t))),
lorsque ¢ décrit l'intervalle [0, 1], s’appelle la courbe de Bézier de points de controle
(Py, Py,...,P,). On note cette courbe I' ((Py, P;,...,P,)). Le point M(t) est le
point de ' ((Py, P, ..., P,)) de paramétre t.

VIII
1. Montrer que, pour ¢ appartenant a l'intervalle [0, 1], M(t) est bien défini.

2. Montrer que, pour t appartenant a I'intervalle [0, 1]

B — n —_—
OM(t) = ) B, i(t)OP,.
k=0

3. Démontrer que les points P, et P, appartiennent a la courbe de Bézier
F((P07P1,"'apn))'

X

On considére la courbe de Bézier I' associée aux points de controle

(Py, P1,...,P,_1,P,) et la courbe de Bézier I associée aux points de controle
(P,,P,_1,...,P1, Py) (la liste des points de controle de I est parcourue en sens

inverse de celle des points de controle de TI').
Pour tout réel ¢t € [0,1] on pose :

M(t) = bar ((POa Bn,O(t))v (Plv Bn,l(t))» cre (Pn—la Bn,n—l(t))v (Pna Bn,n(t))) ’
N(t) = bar ((Pnu Bn,n(t))a (Pn—h Bn,n—l(t))u L) (P17 Bn,l(t))7 (PO7 Bn,O(t))) .

1. Montrer que, pour tout ¢ € [0,1], M(t) = N(1 —t).

2. Que peut-on en déduire pour les courbes de Bézier I et r'?
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X Dans cette question on suppose que P, et P; sont distincts et que
P, et P,_; sont distincts.

—_—
Montrer qu’un vecteur tangent en Py a I' ((Py, ..., P,)) est nPyP; et préciser
un vecteur tangent en P, a T' ((Py,..., P,)).

XI

Soit g une application affine
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