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Lien vers le sujet seul : pdf.

Le sujet comporte cinq parties.

Notations.
N désigne l’ensemble des nombres entiers naturels et N∗ l’ensemble des nombres

entiers naturels non nuls.
Pour m et n deux entiers naturels, Jm,nK désigne l’ensemble des entiers k tels

que m ⩽ k ⩽ n.
Z désigne l’ensemble des entiers relatifs.
Q désigne l’ensemble des nombres rationnels.
R désigne l’ensemble des nombres réels.
On note e le nombre exp(1), image de 1 par la fonction exponentielle.
On rappelle que, pour tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif E(x)

tel que E(x) ⩽ x < E(x) + 1. Cet entier E(x) est appelé partie entière de x.

Partie A : suites adjacentes.

Étant données deux suites réelles (an)n∈N et (bn)n∈N, on rappelle qu’elles sont
dites adjacentes si l’une des deux est croissante, l’autre décroissante et si limn→+∞(an−
bn) = 0.

1. On suppose dans cette question que la suite (an)n∈N est croissante et que la
suite (bn)n∈N est décroissante.

(a) Montrer que la suite (an − bn)n∈N est monotone et en déduire que pour
tout entier naturel n, an ⩽ bn.

(an)n∈N et (−bn)n∈N sont croissantes donc (an − bn)n∈N l’est aussi.
Puisque de plus limn→+∞(an − bn) = 0 nécessairement an − bn ⩽ 0.

(b) Justifier que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont convergentes vers une
même limite ℓ vérifiant :

∀n ∈ N, an ⩽ ℓ ⩽ bn.

l’une est croissante et majorée et l’autre est décroissante et minorée donc
elle sont convergente. Comme la limite de la différence est 0 elle ont la
même limite.
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(c) On suppose de plus les suites (an)n∈N et (bn)n∈N strictement monotones.
Montrer que :

∀n ∈ N, an < ℓ < bn.

Par l’absurde : si égalité pour un certain rang alors la suite est constante
et contredit la stricte monotonie.

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose an =

n

∑
p=0

1

p!
et bn = an +

1

n × n!
.

(a) Montrer que les suites (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ sont adjacentes.

(an) est clairement strictement croissante comme somme de termes stric-
tement positifs.
bn+1 − bn < 0 donc suite strictement décroissante.
bn − an =

1
n×n!

⟶
n→+∞

0.

(b) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, e − an =
1

n!
∫

1

0
(1 −

t)net dt.
Indication : on pourra procéder par récurrence.

e − an+1 = e − an − 1
(n+1)! = − 1

(n+1)! +
1
n!

∫ 1

0
(1 − t)net dt = 1

(n+1)! ∫
1

0
(1 −

t)n+1et dt avec une intégration par parties.

(c) En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 < e − an <
1

n×n!
.

En déduire la limite de la suite (an)n∈N∗ .
Indication : on pourra étudier les variations de la fonction t ↦ (1− t)et.

(d) En déduire une valeur de n telle que an soit une valeur approchée de e

à 10
−5 près.

a7.

(e) On suppose que e est un nombre rationnel.

i. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul q tel que le nombre
eq! soit un entier naturel.

Si e = a
b

avec (a,b) ∈ Z × N∗ alors b!e ∈ Z. D plus e > 0 donc a > 0
et b!e ∈ N.
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ii. Montrer que x = q!(e −
q

∑
p=0

1

p!
) est un entier naturel.

q!e ∈ N, q!

p!
∈ N car p ⩽ q donc x ∈ Z. e − aq > 0 donc x ∈ N.

iii. Montrer que 0 < x < 1.
1

q×q!
> e − aq > 0 donc 1 > x > 0.

iv. Conclure.

Contradiction entre les deux précédentes réponse. Démonstration
par l’absurde de l’irrationalité de e.

Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle ouvert I contenant
0. On rappelle que f est dite développable en série entière au voisinage de 0 s’il
existe un nombre réel R > 0 et une suite (an)n⩾0 de nombres réels tels que ]−R,R[
est inclus dans I et :

∀x ∈] −R,R[, f(x) =
+∞

∑
n=0

anx
n
.

3. (a) Démontrer que la fonction x ↦ 1
1+x

est développable en série entière
au voisinage de 0. Préciser son développement et donner son rayon de
convergence de cette série entière.

∀x ∈] − 1; 1[, 1
1+x

= ∑+∞
k=0(−1)

k
x
k somme d’une suite géométrique.

(b) Justifier que, pour tout nombre réel x dans l’intervalle ] − 1,1[,

ln(1 + x) =
+∞

∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1
.

On énoncera avec soin le théorème utilisé.

Hypothèses.

* pour tout n ∈ N, x ↦ (−1)n x
n+1

n+1
est de classe C1.

* Soit R ∈]0; 1[. ∑n x ↦ (−1)nxn converge normalement sur [−R,R],
donc uniformément, car ∥(−1)nxn∥∞,[−R,R] = R

n.

* ∑n(−1)
n 0

n+1

n+1
converge.

On en déduit que
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• ∑n⩾0 x ↦ (−1)n+1 x
n+1

n+1
converge localement uniformément sur ]−1,1[.

• ∑+∞
n=0(−1)

n x
n+1

n+1
est de classe C1 sur ] − 1; 1[.

• (∑+∞
n=0(−1)

n x
n+1

n+1
)
′
= ∑+∞

n=0(−1)
n
x
n.

Et donc : ∑+∞
n=0(−1)

n+1 x
n+1

n+1
= ∫x

0
dt
1+t

= ln(1 + x).

(c) Pour x ∈ [0,1] et n ∈ N, on pose Sn(x) =
n

∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1
.

Démontrer que les deux suites (S2n(x))n∈N et (S2n+1(x))n∈N sont adja-
centes.

S2n+1(x) − S2n(x) = −x
2n+2

2n+2
⟶

n→+∞
0.

S2n+2(x) − S2n(x) = x
2n+2

2n+2
− x

2n+1

2n+1
⩽ 0.

S2n+3(x) − S2n+1(x) ⩾ 0.

(d) En déduire que, pour tout entier naturel n,

S2n+1(x) ⩽ ln(1 + x) ⩽ S2n(x).

(e) En déduire que, pour tout entier naturel n,

S2n+1(1) ⩽ ln(2) ⩽ S2n(1).

(f) Démontrer que ln(2) = ∑+∞
k=0

(−1)k
k+1

.

S2n+1(1) ⟶
n→+∞

ln(2) et S2n(1) ⟶
n→+∞

ln(2) donc Sn(1) ⟶
n→+∞

ln(2).

Partie B : écriture d’un entier en base deux .
Le but de cette partie est de démontrer que tout entier naturel N supérieur ou

égale à 2 s’écrit de manière unique

N =

n−1

∑
k=0

dk2
k avec n ⩾ 2 et { ∀k ∈ J0,n − 2K, dk ∈ {0; 1}

dn−1 = 1

L’égalité précédente se note N = dn−1dn−2 . . . d0 (écriture de N en base deux) ; la
suite finie (dk)0⩽k⩽n−1 s’appelle la suite des chiffres dans l’écriture de N en base
deux.

Dans toute cette partie, N désigne un entier naturel supérieur ou égale à 2.
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4. On suppose que N =

n−1

∑
k=0

dk2
k avec : ∀k ∈ J0;n− 2K, dk ∈ {0; 1} et dn−1 = 1.

(a) Montrer que 2
n−1

⩽ N ⩽ 2
n − 1.

En sommant les 0 ⩽ dk ⩽ 1.

(b) Montrer que d0 est le reste de la division euclidienne de N par 2.

N = 2 (∑n−1
k=1 dk2

k−1) + d0 avec 0 ⩽ d0 < 2 donc d0 est le reste.

(c) Démontrer que la suite (d0, . . . ,dn−1) est déterminée de manière unique.

d0 a été déterminé de façon unique. Puis on détermine d1 en faisant
d1 =

1
22

(N − d0), d2 =
1
23

(N − 2d1 − d0) et ainsi de suite.

5. On définit deux suites d’entiers (yk)k∈N et (dk)k∈N par y0 = N et pour tout
entier naturel k, yk+1 et dk désignent respectivement le quotient et le reste
de la division euclidienne de yk par 2.

(a) On fixe k ∈ N∗. Exprimer N en fonction de k, d0, . . . ,dk−1 et yk.

N = 2y1+d0 = 2(2y2+d1)+d0 = 2
2
y2+2

1
d1+2

0
d0 = 2

k
yk+2

k−1
dk−1+

⋅ ⋅ ⋅ + 2
1
d1 + 2

0
d0.

(b) Démontrer que la suite (yk)k∈N est nulle à partir d’un certain rang et
qu’il existe un entier n ⩾ 1 tel que dn−1dn−2 . . . d0 soit l’écriture de N
en base deux.

Suite strictement décroissante d’entiers naturels tant qu’elle ne s’annule
pas ensuite stationnaire égale à 0.
Il existe n ∈ N tel que yn = 0 et yn−1 = 1 donc N = ∑n−1

k=0 2
k
dk donc

écriture en base 2.

(c) Écrire un algorithme qui, pour tout entier naturel N supérieur ou égale
à 2 donné, renvoie la suite (d0,d1, . . . ,dn−1) des chiffres de son écriture
en base deux.

On reprend la construction de la suite des restes.

(d) Écrire en base deux le nombre qui s’écrit 391 en base dix.

391 = 2 × 195 + 1. 195 = 2 × 97 + 1. 97 = 2 × 48 + 1. 48 = 2 × 24 + 0.
24 = 2× 12+ 0. 12 = 2× 6+ 0. 6 = 2× 3+ 0. 3 = 2× 1+ 11 = 2× 0+ 1.
Donc 391 = 110000111.
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6. On se propose à présent de calculer le nombre N qui s’écrit dn−1dn−2 . . . d0.

(a) Première méthode : méthode « naïve ».
On écrit N = ∑n−1

k=0 dk2
k. Combien d’opérations (additions et multipli-

cations) doit-on effectuer a priori pour calculer N avec cette méthode ?

dk2
k nécessite k multiplications. On effectue n − 1 additions de tels

produits donc le nombre total d’opérations est n− 1+∑n−1
k=0 k = n− 1+

n(n−1)
2

=
(n+2)(n−1)

2
.

(b) Deuxième méthode : méthode de Hörner.
On écrit N = (((dn−1 × 2 + dn−2) × 2 + dn−3) × 2 + . . . )× 2+ d0. Com-
bien d’opérations (additions et multiplications) doit-on effectuer a priori
pour calculer N avec cette méthode ?

On remarque une répétition d’une multiplication par 2 puis d’une somme.
1 + 2 × (n − 1)

(c) Écrire un algorithme qui, pour toute suite de chiffres (d0, . . . ,dn−1) don-
née, renvoie la valeur de N calculée à l’aide de cette deuxième méthode.

(d) Quel est le nombre dont l’écriture en base deux est 101001000100001.

La naïve avec le soutient de la calculatrice.
2
14 + 2

12 + 2
9 + 2

5 + 2
0
= 21025.

Partie C : nombres dyadiques.

L’ensemble D2 = { a
2p
; a ∈ Z, p ∈ N} est appelé ensemble des nombres dya-

diques. On note D
+
2 l’ensemble des nombres dyadiques positifs ou nuls.

7. Montrer que Z est strictement inclus dans D2 et que D2 est strictement inclus
dans Q. Indication : on pourra montrer que 1

3
∉ D2.

a ∈ Z, a =
a
20

∈ D2. 1
2
∈ D2 mais 1

2
∉ Z.

a
2n

a ∈ Z et 2n ∈ Z donc a
2n

∈ Q. Raisonnement par l’absurde si 1
3
=

a
2n

alors
2
n
= 3a donc 3∣2 impossible.

8. Soit x ∈ D
+
2 \ N. On se propose de démontrer qu’il existe un unique entier

n ⩾ 1 et une unique suite (a0,a1, . . . ,an) avec a0 ∈ N et (a1, . . . ,an) ∈ {0; 1}n
tels que

x =

n

∑
k=0

ak2
−k
,avec an ≠ 0.
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Le membre de droite de cette égalité s’appelle le développement dyadique de
x.

(a) On suppose qu’une telle suite existe. Montrer que a0 = E(x) puis mon-
trer que la suite (a0,a1, . . . ,an) est déterminée de manière unique.

»»»»»∑
n
k=1 ak2

−k»»»»» ⩽ ∑n
k=1 2

−k
=

1
2

1−( 1
2
)n+1

1− 1
2

< 1

De proche en proche : a1 = E(2(x − a0)), a2 = E(22(x − a0 −
a1

2
))

(b) On souhaite à présent montrer l’existence d’une telle suite. À l’aide de la
partie précédente, montrer l’existence d’un entier a0, d’un entier p ⩾ 1
et d’une suite de nombres entiers d0, . . . ,dp−1 égaux à 0 ou 1, non tous
nuls, tels que

x = a0 +
p−1

∑
k=0

dk2
k−p

.

2
n(x − a0) ∈ N et on utilise les résultats de la partie précédente.

(c) Conclure.

9. Donner le développement dyadique de 35
4

.

35 = 4 × 8 + 3. 35
4
= 8 + 3

4
.

E(2 × 3
4
) = 1.

E (22 × ( 35
4
− 8 − 1

2
)) = 1.

35
4
= 8 + 1

2
+ 1

4
.

Partie D : développement illimité.

On appelle suite dyadique toute suite (ak)k∈N∗ où pour tout k ∈ N∗, ak est un
élément de {0,1}. De plus :

— une suite dyadique (ak)k∈N∗ est dite impropre s’il existe un entier m ∈ N∗

tel que pour tout k ⩾ m, ak = 1 ;
— une suite dyadique (ak)k∈N∗ est dite propre si elle n’est pas impropre.

10. On suppose que a = (ak)k∈N∗ est une suite dyadique.
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(a) Démontrer que la série de terme général ak2
−k est convergente. On note

sa somme s(a) =
+∞

∑
k=1

ak2
−k.

0 ⩽ ak2
−k

⩽ 2
−k. Or ∑k

1
2k

est convergente donc ∑k ak2
−k est conver-

gente.

(b) Soit N un entier naturel. Que vaut
+∞

∑
k=N

2
−k ?

∑n
k=N 2

−k
=

1
2N

1−2N−n−1

1−2−1
=

1
2N−1 (1 − 1

2n−N+1 ) ⟶
n→+∞

1
2N−1 .

(c) Vérifier que s(a) ∈ [0,1].

0 ⩽ ∑n
k=1 ak2

−k
⩽ ∑n

k=1 2
−k

= 1 − 1
2n

⩽ 1. En passant à la limite 0 ⩽

s(a) ⩽ 1.

(d) Montrer que si a est une suite dyadique propre, alors s(a) ∈ [0,1[.

(e) Montrer que si a est une suite dyadique impropre, alors s(a) est un
nombre dyadique.

(f) Soit a = (ak)k∈N∗ la suite définie par

ak = { 0 si k est impair,
1 si k est pair.

Montrer que s(a) = 1
3
.

s(a) = ∑+∞
k=1 2

−2k
= ∑+∞

k=1
1
4k

=
1
4

1

1− 1
4

=
1
3
.

11. Soit x un nombre dyadique compris dans l’intervalle [0,1[.

(a) En utilisant les résultats de la partie C, montrer qu’il existe une suite
dyadique propre a telle que

x =

+∞

∑
k=1

ak2
−k
.

(b) Montrer que si x est non nul, alors il existe également une suite dyadique
impropre b telle que

x =

+∞

∑
k=1

bk2
−k
.
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12. Dans cette question, on considère un nombre réel x appartenant à l’intervalle
[0,1[. On lui associe la suite α(x) = (αk(x))k∈N∗ définie pour tout k ∈ N∗

par égalité
αk(x) = E(2kx) − 2E(2k−1x).

pour tout n ∈ N∗, on pose un(x) =
n

∑
k=1

αk(x)2−k et vn(x) = un(x) + 2
−n.

(a) Démontrer que la suite (αk(x))k∈N∗ est une suite dyadique.

(b) Démontrer que les deux suites (un(x))n∈N∗ et (vn(x))n∈N∗ sont adja-
centes et prennent leurs valeurs dans D2 ∩ [0; 1].

(c) Vérifier que E(2nx) = 2
n
un(x) et en déduire que pour tout entier na-

turel n ⩾ 1,
un(x) ⩽ x < vn(x).

(d) Quelle est la limite commune des suites (un(x))n∈N∗ et (vn(x))n∈N∗ ?

(e) Montrer que (αk(x))k∈N∗ est une suite dyadique propre et que

x =

+∞

∑
k=1

αk(x)2−k.

(f) En déduire que pour tout nombre réel x dans l’intervalle [0; 1[, il existe
une unique suite dyadique propre (ak)k∈N∗ telle que

x =

+∞

∑
k=1

ak2
−k
.

On note alors x = 0,a1a2a3 . . .

Cette nouvelle représentation de x est appelée la représentation dyadique
propre de x. Si la suite (ak)k∈N∗ est nulle à partir d’un certain rang, on
dit que la représentation dyadique de x est finie.

(g) Si d = (dn)n∈N∗ est une suite dyadique propre, on note x = s(d) et
d
′
= (dn+1)n∈N∗ . Justifier que d1 = E(2x) et s(d′) = 2x − d1.

En déduire un algorithme qui prend en entrées un nombre réel x ∈ [0; 1[
et un entier n ∈ N∗ et qui renvoie la liste des n premiers chiffres du
développement dyadique propre de x. On admettra l’existence d’une
fonction floor qui renvoie la partie entière de son argument.
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13. Démontrer que D2∩ [0; 1] est dense dans [0; 1]. En déduire que D2 est dense
dans R.

14. Démontrer que R \D2 est dense dans R.
Indication : on pourra utiliser la question 7.

15. Soit x un nombre réel dans l’intervalle [0; 1[ dont un développement dyadique,
propre ou impropre, est 0,a1a2a3 . . .

(a) Quel est le développement dyadique de 1 − x ?

(b) On suppose que 2x ∈ [0; 1[. Quel est le développement dyadique de 2x ?
Plus généralement quel est le développement dyadique de 2

l
x, lorsque l

est un entier relatif et que 2
l
x ∈ [0; 1[ ?

(c) Donner le développement dyadique de 2
3
.

Partie E : suite extraite de la suite (cos(nπθ))n∈N.
16. Dans cette question, θ désigne un nombre réel strictement positif. On pose

cn = cos(nπθ) sn = sin(nπθ).

(a) Vérifier que pour tout entier naturel n,

cn+1 + cn−1 = 2cn cos(πθ),
cn+1 − cn−1 = −2 sin(πθ),

c
2
n + s

2
n = 1.

(b) En déduire que la suite (cn)n∈N converge si et seulement si θ est un
entier relatif pair.
Indication : on pourra raisonner par disjonction des cas, suivant la valeur
de cos(πθ).

17. On s’intéresse maintenant à la suite (c2n)n∈N extraite de (cn)n∈N. Pour tout
entier naturel n on pose :

un = c2n = cos(2nπθ).
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(a) On suppose (dans cette question uniquement) que θ est un nombre dya-
dique. Quelle est la nature de la suite (un)n∈N ?

(b) On suppose (dans cette question uniquement) qu’il existe un nombre
dyadique x tel que θ = x + 1

3
. Quelle est la nature de la suite (un)n∈N ?

(c) On suppose (dans cette question uniquement) qu’il existe un nombre
dyadique x tel que θ = x + 2

3
. Quelle est la nature de la suite (un)n∈N ?

(d) Justifier que, pour tout entier naturel n, un+1 = 2u
2
n − 1.

(e) Lorsque la suite (un)n∈N converge vers ℓ, quelles sont les seules valeurs
possibles pour le réel ℓ ?

(f) Soit (an)n∈N∗ la suite définissant le développement dyadique propre de
θ−E(θ). Montrer que, quel que soit l’entier naturel n, il existe un entier
relatif kn et un réel εn appartenant à l’intervalle [0, 1

2
] tels que :

2
n
θ = 2kn + an +

an+1
2

+ εn.

(g) Démontrer que :
— si an = an+1, alors un ⩾ 0 ;
— si an ≠ an+1, alors un ⩽ 0.
Puis que :
— si un > 0, alors an = an+1 ;
— si un < 0, alors an ≠ an+1.

(h) On suppose que la suite (un)n∈N converge vers un nombre réel ℓ > 0.
Montrer qu’à partir d’un certain rang, an+1 ≠ an. En déduire que θ − 1

3

ou θ + 1
3

est un nombre dyadique.

18. Énoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
(un)n∈N converge. On justifiera ce résultat et on précisera le cas échéant la
valeur de sa limite.
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