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Les trois problemes qui suivent sont indépendants et peuvent donc étre abordés dans un ordre
laissé au libre choiz.
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Dans Uensemble du sujet, pour répondre a une question, on pourra admettre les résultats des
questions précédentes, a condition de clairement indiquer.
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Il est demandé de soigneusement numéroter les questions. Lors de la correction, il sera fait
grand cas de la clarté, de la concision et de la précision de la rédaction.
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PROBLEME A. Les deux parties sont indépendantes entre elles (sauf la question (5)(e) qui utilise
des résultats de la partie précédente).

Premieére partie.
(1) Soit f:]0,00[— R la fonction définie par
f: ]0,0of] — R

1 1
a5 — —In (1+—)
z+1 €T

(a) Dresser, avec justifications, le tableau de variations de f.

(b) Représenter sur une figure la courbe représentative de f.

(¢) Montrer que lorsque x tend vers +oo, 22 f(2) converge vers une constante négative que
I'on déterminera.

(2) Montrer que pour tout entier k > 1,

1 k+1 dt
</ —_—
kr1-), & -

On considere la suite (u,),>1 définie, pour n > 1, par

T =

T

1
ey &5 Z i ln(n).

k=1
(3) (a) Déterminer un équivalent de 1,1 — u, lorsque n tend vers 'infini.
(b) Montrer que la suite (u,) est convergente.
La limite de la suite (u,), notée v, est appelée constante d’Euler.
(4) (a) Montrer que u,, < 1 pour tout entier n > 1.

(b) Montrer que 0 < v < 1.




Deuxieéme partie. Soit n > 2 un entier, x un nombre réel et £ = {a;, as, ... , 4y} un ensemble

de n nombres réels différents. Le but de cette partie est d’estimer le temps d’exécution moyen d'un

algorithme probabiliste qui détermine si x appartient a E ou non. L’algorithme est le suivant :
— choisir un entier I uniformément au hasard dans 'ensemble {1,2,...,n};

— comparer ajy et x.

— slarréter si a; = x ou si tous les entiers entre 1 et n ont été choisis au moins une fois. Sinon, on
recommence : on choisit un entier J uniformément au hasard dans ensemble {1,2,... n},
indépendamment des autres choix, on compare a; et x, etc.

« Nous allons nous intéresser an nombre de choix faits par 'algorithme lorsqu’il s’arréte, d’abord
lorsque x ¢ E (dans ce cas I'algorithme ne trouve pas z et s’arréte lorsque tous les entiers 1 et n
ont été choisis au moins une fois), puis lorsque @ € E (dans ce cas I'algorithme s’arréte quand il
trouve ). “( ”

(5) On suppose dans cette question que = € E.

Pour 1 < ¢ < n, on note D; le nombre (aléatoire) de choix faits par I'algorithme lorsque pour
la premiere fois 4 entiers différents ont été choisis au moins une fois. L’algorithme s’arréte
donc apres D, choix (c’est-a-dire lorsque pour la premiére fois tous les entiers 1 et n ont été
choisis au moins une fois).

(a) Que vaut Dy ?

(b) Justifier que Dy — 1 suit une loi géométrique de paramétre %
Pouri e {1....,n — 1}, on pose T; = D;;, — D;.

(c) Plus généralement, montrer que, pour tout i € {1,...,n—1}, 7} suit une loi géométrique
dont on précisera le parametre.

(d) En exprimant D, en fonction de 73,75, ..., T,_; et de D;, montrer que
E[D,] = nln(n) + nu,,

ol (u,) est la suite introduite dans la premiere partie.

(e) Montrer que pour tout entier n > 1 et pour tout C' > 0,
1
P(D,, > Cn(ln(n) +1)) < Yol
(f) (application numérique) Trouver une valeur numérique ¢ > 0 telle que

P(Dmgo > C) < 0.05.

On pourra utiliser l'encadrement 2.3 < In(10) < 2.31.

(6) On suppose dans cette question que 2 € E. On note C,, le nombre total (aléatoire) de choix
effectués par I'algorithme lorsqu’il s’arréte. Déterminer la loi de ), ainsi que son espérance.

Tournez la page S.V.P.



PROBLEME B. Les cing parties qui suivent sont indépendantes entre elles (sauf les questions
(12) et (16) qui utilisent des résultats des parties précédentes). '

Pour un entier n > 1, on note M,,(R) 'ensemble des matrices n x n a coefficients réels et £(RR")
I'ensemble des applications linéaires de R™ dans R".

Premiere partie. Soient A, B € My(R) deux matrices données par

-1 =3 2 -2
S Ca HL S G}
1) Vérifier que A? = A et que B? = B.
2) Déterminer le rang de A ainsi que la dimension du noyau de A.
)
)

(
(
(3) La matrice A est-elle diagonalisable? Justifiez votre réponse.
(

4) En notant I, la matrice identité de My (R), montrer que I, — AB et que A+ B — AB sont
inversibles.

% ok

Soit n > 2 un entier. On rappelle qu’un projecteur de R” est un endomorphisme v € L£(R™) tel
PP J p

que u? = u, ot u? désigne la composée u o u. On note Id I'application identité entre R™ et R™.

L

Deuxiéme partie. Dans cette partie, on étudie quelques propriétés générales des projecteurs.
Soit u € L(R™) un projecteur. On lui associe 'endomorphisme 4 défini par @ = Id — .

(5) Montrer que @ est un projecteur.

(6) Montrer que R™ = Keru @ Ker(u — Id).
Indication. On pourra écrire x = o — u(x) + u(x).

(7) Montrer que Ker(i) = Imu et que Im(a) = Ker u.

(8) Montrer que u + /2018 - Id est diagonalisable.

k ok ok

Soient p,q € L(R") deux projecteurs. Le but de la suite du probléme est de démontrer que

p — q est inversible <= Id —pogqet p+ g — poq sont inversibles
< Imp@®Img=R" et Kerp® Kerg=R".

* % %




Troisieme partie.

(9) On suppose que Imp @ Im g = R™ et Kerp & Ker g = R”. Montrer que p — ¢ est inversible.

Quatrieme partie. On suppose dans cette partie que p — ¢ est inversible.
(10) Montrer que Id — p o ¢ est inversible.

Indication. On pourra prendre z € Ker(ld — p o ¢) et calculer (p — ¢)%(z).
(11) Posons p = Id — p et ¢ = Id — ¢. Justifier que p — § est inversible.
(12) En déduire que p + g — p o q est inversible.

Cinquiéme partie. On suppose dans cette partie que Id — pog et p+ g — po g sont inversibles.
(13) Justifier qu'’il existe z € L(R™) tel que ld = zop+ zo (Id —p)ogq.

(14) En déduire que Kerp N Kerq = {0}.

(15) Montrer que Imp + Im ¢ = R™.

(16) Montrer que Imp @ Im g = R” et que Kerp & Ker g = R™.
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PrROBLEME C. On dit qu’unc fonction f:R% — R est a variation lente si :

. flex
pour tout ¢ > 0 on a lim flez) =

2300 f(:c)

Les trois parties qui suivent sont indépendantes entre elles.

Premiére partie.
(1) Montrer que la fonction In est & variation lente.
. (2) On suppose qu’il existe £ € R* tel que f(z) — £ lorsque z — 0.
Montrer que f est a variation lente.

(3) On suppose que f(z) — 0 lorsque 2 — co. La fonction [ est-elle toujours & variation lente ?

P

Deuxiéme partie. On fixe une constante @ > 0 et une fonction continue h : [2,c0[— R telle
que h(z) — 0 lorsque # — oo. Soit f : R% — R* une fonction de classe C! vérifiant

pour tout z > 2, f(z) = aexp (/ﬂf %@- d-u.) , 1]
2

(4) Montrer que h(z) = %1)—1 pour tout = > 2.
(5) (un exemple)

(a) En s’aidant de la question (4), donner une écriture de In(z) sous la forme

=
In(z) = aexp ( / o) du) pour x > 2, [2]
2

U

avee a > 0 et h : [2,00[— R une fonction continue telle que h(z) — 0 lorsque 2 — oo.

(b) Pour quelles valeurs de z < 2 peut-on prolonger 'égalité [2] de la question précédente ?
Justifier votre réponse.

(6) On revient au cas d'une fonction f générale de la forme [1] donnée au début de cette partie.

(a) Montrer que pour tout ¢ > 0 fixé, il existe une constante C' > 0 telle que f(z) < Cz*
pour tout z > 2.

Indication. On pourra fiver M > 0 tel que |h(u)] < € pour tout x > M, et couper
lintégrale en deux.

(b) Montrer que pour tout ¢ > 0, fﬂ :,-3: @du = 0 lorsque z — o0.

(c) Montrer que f est & variation lente.

Troisieme partie. Soit X une variable aléatoire réelle & support dans R%.. On suppose que sa
fonction de répartition est continue. On pose F(u) = P(X > u) pour tout u € R.

(7) Justifier que F cst continue.

(8) (a) Montrer que pour tout n > 1, il existe un nombre réel a, > 0 tel que F(a,) = 2,




(b) On suppose, uniquement dans cette question, que X suit une loi exponentielle de pa-
rametre A > 0. Déterminer la valeur de a,,.

(¢c) On suppose que X admet une espérance. Montrer que E[X] > o,
(d) On suppose que “* — oo quand n — oo. Montrer que X n’admet pas d’espérance.

Afin de modéliser des phénomenes aléatoires extrémes, on suppose a présent qu'il existe un
nombre réel o > 0 et une fonction a variation lente g tels que F(u) = %f) pour tout u > 0. On
suppose également que a, — o0.

(9) Montrer que pour tout u > 0, P(X > wua,) ~ -+ lorsque n — oo.
u-n

(10) Soit (X;);>1 des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Déterminer, pour

u > 0 fixé, la valeur de
lim P (ma.x(Xl,&. %) > fu) .

n—oo a’ﬂ.




