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EXERCICE 1

Pour tout n € N*, on note f, et &, respectivement, les fonctions définies sur | —1, +oo[ par :

b 4
1+x
1. Dresser le tableau de variation de la fonction 4, sur son ensemble de définition.

Vx> —1, fu(x)=x"In(1+x) et Vx>-—1, hy(x)=nln(l+x)+

2. (a) Montrer que I’équation /,(x) = 0 d’inconnue x, admet sur |—1,+oo[ une unique solu-
tion xp que 1’on déterminera.

(b) En déduire le signe de la fonction ki, sur |—1,-eo].
3. Dans cette question, on étudie le cas particulier onn = 1.

(a) Dresser le tableau de variation de la fonction f; sur son ensemble de définition.

(b) Préciser les limites de f; aux bornes de son ensemble de définition.
4. Dans cette question, on étudie le cas général on n > 2.

(2) On note f}, 1a dérivée de la fonction f,.
Exprimer pour tout x > —1, f;(x) en fonction de &y, (x).
(b) En distinguant les cas » impair et n pair, en déduire les variations de la fonction f, sur
=1, +oa].
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5. Soit (uy)nen- la suite définie par: Vn € N*, u, = / fn(x)dx.
0

(a) Montrer qu’il existe un unique triplet (a,b,c) € R? que I’on déterminera, tel que :

x? c
4 0,1 —_—= b
HE0L; 14x A +1+x
1 52 1 .
(b) Montrer que / ——dx = In(2) — =. En déduire la valeur de u;.
o 14+x 2

(c) Montrer que la suite (u,),en+ est décroissante, puis qu’elle est convergente.
(d) Etablir I’encadrement :

In(2)
n+1

VneN*, 0<u,<

En déduire la limite de la suite (u4y),ens-

6. Pour tout x € [0, 1] et tout n € N*, on pose :

Su(x) = i(—l)kxk

k=0

(a) Etablir la relation suivante :

, 1 (_l)izxn+l
VneN*, Vxel0,1], S,x) = 1+x+ [
(b) En déduire que 'on a:
n (_1)k -] xn+l
Vn e N, =)+ (-D" | —
" kgak%—l ()t ) o 1l+x

n (__1)k
Mont li —— =n(2).
(c) Montrer que n—-g—ll—lwk;o P (2)

EXERCICE 2

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cet exercice sont supposées définies sur le méme

espace probabilisé (Q,&,P).

Pour tout réel strictement positif 6 et tout réel strictement positif s, soit f la fonction définie sur R

par :
1 t—0 .
—exp(—(——)) sit>86

s
f(t)=

0 sinon
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1. Vérifier que la fonction f est une densité de probabilité.
Dans tout I’exercice, on note X une variable aléatoire a valeurs positives admettant f comme
densité.
On dit que X suit la loi exponentielle translatée de parameétres (0,s).

2. (a) Soit Fx la fonction de répartition de X. Calculer, pour tout x réel, Fx (x).

(b) Soit g € ]0, 1]. Calculer, en fonction de 0 et de s, le quantile d’ordre g de X.
3. OnposeY =X —6.

(a) Déterminer la fonction de répartition de Y et reconnaitre la loi de Y.

(b) En déduire 1’espérance et la variance de X en fonction de 0 et de s.

Dans toute la suite de 1’exercice, on considére, pour tout entier naturel non nul, n variables aléa-
toires Xi,X>, ..., X, indépendantes et de méme loi que X.
On pose M,, = sup(X1,X2, ..., X,) et T, = inf(X;,X,,...,Xn), si bien que :

Vo €Q, M,(0)=max(X;(0),X(0),...,X(0))
et
Vo €Q, T,(0)=min(X(0),X2(0),...,X:(®))

On admet que M, et T,, sont des variables aléatoires a densité définies sur (€2, &, P).
On note respectivement Fyy, et Fr, les fonctions de répartition de M, et de Tj,.
On rappelle les deux égalités d’événements suivantes :

VieR, [M,<x]l=[X <xN[X<zN---N[X, <x
et
VxeR, [T, >x]=[X>xNXy>xN---N[X, > x]
4. (a) Calculer Fy,(x) et Fr,(x) pour tout x réel.

Montrer que 7, suit une loi exponentielle translatée dont on précisera les parametres.

(b) Déduire de la question précédente et de la question 3. (b) Iespérance E(T;) et la va-
riance V(7},) de T, sans calculs.

5. Dans cette question, on considere le cas particulier ou n = 2.
3 5
On admet sans démonstration que E(M;) = 6 + 55 etV(M,) = 2 .
1
(a) Montrer que MrT, < 3 (M% -+ T22) et en déduire I’existence de la covariance cov(Ma, T2)
des variables aléatoires M, et T5.

(b) A T’aide des définitions de la variance et de la covariance, redémontrer la formule sui-

vante :
V(M +Th) = V(M) + V(1) +2cov(My,T»)

(c) Justifier 1’égalité suivante : Mr 41, = X; + X5.
En déduire la valeur de cov(M>,T»).
(d) On note cor(Ma,T5) le coefficient de corrélation de M, et T>. Calculer cor(M>,T3).

6. On suppose dans cette question que le parametre s est connu et que s < 1.
Soit o un réel de |0, 1].

On pose, pour tout k € [1,n], Zy =X —setZ, =
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(a) Calculer I’espérance et la variance de Z,.

(b) A I’aide de I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

_ 1 - 1
e T e e | 1 55 e
P(Ge [Zn \/h—o—c’z +\/MD > o

PROBLEME

Dans ce probleme, n désigne un entier supérieur ou égal a 3.
On note Q I’ensemble des matrices M carrées réelles n X n, uniquement constituées de 0 et de 1.
Plus formellement, une matrice M = (m; ;)1<; j< appartient a  si et seulement si :

(i, j) € [1,n]* m; i € {0,1}

Soit k € [[2,n— 1]. On dira qu’une matrice M de Q posséde la croix d’indice k si elle est de la
forme :

ke ligne

N
|

!

ke colonne

les autres coefficients de M non représentés valant O ou 1.
Plus formellement, une matrice M = (m; j)1<i j<» de Q possede la croix d’indice k € [2,n— 1] si
et seulement si :

Mp—1 e = Mgk = M 1k = M1 = Mg = 1

Dans la premiere partie, on détermine les valeurs de n pour lesquelles une matrice particuliere de
€ possédant une croix, n’admet que des valeurs propres entieres.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a une fonction de seuil, du point de vue des probabilités,
concernant les matrices de £ possédant une croix.

On confondra une matrice colonne de .4, 1 (R) avec le vecteur de R” correspondant : la matrice

X1
X2
colonne | . | seraconfondue avec le vecteur (x,X2,...,%,).

Xn
On note ¢; le vecteur de R"” dont la seule composante non nulle vaut 1 et est située au rang i :

rang i

On rappelle que B = (e1, ey, ...,e,) est la base canonique de R”.

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.
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Partie I - Valeurs propres d’une matrice croix particuliere

A - Etude d’un exemple

Dans cette section A, on suppose que n = 3 et on s’intéresse a la matrice M3 de € possédant la
croix d’indice 2 suivante :

Ms =

O = O

1
1
1

O = O

Donner sans démonstration le rang de M3.
Déterminer une base du noyau de la matrice M3.

En déduire une premicre valeur propre de M3 et une base du sous-espace propre associé.

LN =

Montrer que —1 et 2 sont des valeurs propres de la matrice M3 et donner des bases des
sous-espaces vectoriels propres associés.

5. Justifier que la matrice M3 est diagonalisable et donner une matrice inversible P et une ma-
trice diagonale D telles que M3 = PDP~1.
B - Généralisation

Dans cette section B, on revient au cas général ot n est un entier supérieur ou égal a 3.
Soit M, la matrice de Q possédant la croix d’indice 2 suivante :

(0

0 --- 0)

1
1 1
1 0
1 0

OO
Lo o, O
N R

bias

Plus formellement, M, = (m; ;)1<; j<n avec :

1 sii=2ousg j=2
_—
b 0 sinon

6. Donner sans démonstration le rang de M,,.
7. Déterminer la dimension du noyau de M,, et en déduire une premiere valeur propre de M,,.
8. Onposee; = (1,1,...,1)=e1+ex+---+eu
Montrer que (¢€/,e,) forme une base de 1'image de M,,.
9. Montrer qu’un vecteur propre de M,, associé a une valeur propre non nulle est nécessairement
dans I’image de M,,.
10. On rappelle que ¢} a été défini dans la question 8. Soient & et A deux réels.

Montrer que le vecteur €] + e, est vecteur propre de M,, associé a la valeur propre 4 si et
seulement si :
A=a+1 et A*—A-n+1=0

11. Discuter, suivant les valeurs de ¢ réel, le nombre de solutions de 1’équation suivante d’incon-
nue réelle A :
A2—A—1t+1=0
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12. En déduire que M,, est diagonalisable sur R.

13. Montrer que toutes les valeurs propres de M,, sont dans 1’ensemble Z des entiers relatifs si et
seulement si 7 est de la forme n = 1+ r(r — 1) ol r est un entier relatif.

14. Quelles sont les trois premieres valeurs de n > 3 pour lesquelles M, ne possede que des
valeurs propres appartenant a I’ensemble Z?

15. On suppose que n = 1+r(r— 1) avec r entier supérieur ou égal a 2.

Déterminer les valeurs propres de M,, et donner une base de chaque sous-espace propre de
Mn-

Partie II - Un espace probabilisé de matrices et une fonction de
seuil

Dans cette partie, p et g sont des réels de ’intervalle |0, 1] tels que p+g = 1.

On suppose qu’il existe un espace probabilisé (Q, Z(Q), IP’) tel que pour chaque matrice de £, la
valeur 1 d’un coefficient apparait avec la probabilité p et la valeur O d’un coefficient apparait avec
la probabilité g, deux coefficients différents prenant les valeurs 0 ou 1 avec indépendance.

Les événements €lémentaires sont donc constitués des matrices de Q.

A - Etude d’un exemple

Dans cette section A, on suppose que 7 = 3 : les matrices considérées sont donc des matrices 3 x 3.
16. Si p # g, exhiber deux matrices de  n’ayant pas la méme probabilité.
Ceci justifie que si p # g, on n’est pas dans le cas de 1’équiprobabilité.

17. Montrer que la probabilité qu’une matrice de Q choisie an hasard possede la croix d’indice
2 est égale a p°.

18. Dans cette question, on désigne par ¥ la variable aléatoire définie sur (Q,Z(Q),P) re-
présentant le nombre de croix qu’une matrice de Q peut posséder. Justifier que la variable
aléatoire Y suit une loi de Bernoulli et donner son espérance et sa variance.

B - Une fonction de seuil

Dans cette section B, pour tout entier n supérieur ou égal a 5, on note %, ’ensemble des matrices
de Q possédant au moins une croix.

Jusqu’a la fin de ce probleme, on ne suppose plus le réel p constant mais on suppose qu’il dépend
de la taille des matrices de 2. On notera p, ce réel.

On cherche a déterminer une suite (,),>s, dite fonction de seuil, telle que :

0 S1 1_1)1_]*.'_1 7— =0
n oo
lim P(M € €,) = "
L 1 si lim — =400
n——o0 tn

Pour k € [2,n— 1], on note X; la variable aléatoire définie sur (Q, 22(Q),P) valant 1 si la croix
n—1

d’indice k est présente et 0 sinon et on note X = Z Xy
k=2

19. Que représente la variable aléatoire X ?
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20. Montrer que pour tout entier k € [2,n— 1], P(X, = 1) = (pn)°.
21. En déduire I’espérance E(X) de la variable aléatoire X .

22. Rappeler I’inégalité de Markov concernant la variable aléatoire Xet en déduire que :

P(M € €,) < (n—2)(pn)’

23. On suppose que ,,l_%rfm (pnv/n) =0.
Montrer que lim P(M € %,) =0.
- n—>teo

24. Pour k € [2,n— 2], déterminer la covariance de X et X; | notée cov(Xy, X1 1), et en déduire
que les variables aléatoires X et X; 1 ne sont pas indépendantes.

25. Justifier que si (i, j) € [2,n—2]? avec i < j— 1, alors les variables aléatoires X; et X; sont

indépendantes.
26. Rappeler I’'inégalité de Bienaymé-Tchebychev concernant la variable al€atoire X et en dé-
duire que :
V(X)
(E(X))

ol V(X)) désigne la variance de la variable aléatoire X.

On admet la formule suivante :

n—1
VX)=Y V(X)+2 ), cov(X,X;)
k=2 2<i< j<n—1

27. On suppose que lim (ppv/n) = —+oo.
n—+o0
Montrer que nl_lﬂ»]P’(X = 0) = 0 puis que ngl}rlwIP’(M €% =1.

28. Donner un exemple de fonction de seuil (#,),>5 définie au début de cette section B.

7/7



siuinoy syuawnoop saide, - 9ZLLZZ — ATV NOILV HIMHWNINdINI




