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Partie 1.

Dans cette partie on note E l'ensemble R \ Z, c'est-à-dire l'ensemble des réels
non entiers.

On rappelle les deux développements limités au voisinage de 0 suivants :

sinu = u+ o(u2)

et

1− cosu =
u2

2
+ o(u2).

1. Pour tout a ∈ E, soit Φa la fonction dé�nie sur
[
0,π2
]
par :

Φa(x) =

{
cos(2ax)− 1

sinx
si 0 < x 6 π

2

0 si x = 0
.

(a) Montrer que la fonction Φa est continue sur
[
0,π2
]
, dérivable sur

]
0,π2
]

et que la fonction Φ′
a est continue sur

]
0,π2
]
.

(b) Montrer que la fonction Φa est dérivable en 0 et que Φ′
a(0) = −2a2.

(c) Pour tout x ∈
]
0,π2
]
, calculer Φ′

a(x) et déterminer lim
x→0

Φ′
a(x).

(d) En déduire que la fonction Φ′
a est continue sur

[
0,π2
]
.

2. Pour tout n ∈ N, on pose :

∀a ∈ E, Γn(a) = 2

∫ π
2

0

Φa(t) sin ((2n+ 1)t) dt.

À l'aide d'une intégration par parties, établir l'existence d'un réel µ > 0 tel

que pour tout entier n > 1, on a : Γn(a) 6
µ

n
. En déduire la limite de Γn(a)

lorsque n tend vers +∞.
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