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HEC Audencia ESSEC 2017 épreuve a option
BL.

I Exercice.
IT Exercice.
ITT Exercice.

Partie 1.

Dans cette partie on note E ’ensemble R \ Z, c’est-a-dire ’ensemble des réels
non entiers.

On rappelle les deux développements limités au voisinage de 0 suivants :
sinu = u + o(u?)

et
2

1—cosu= % + o(u?).

1. Pour tout a € E, soit ®, la fonction définie sur [0,Z] par :

cos(2ax) —1 . ”
@a(x)—{ ——————— si0<z <}

sinx .
siz=0

(a) Montrer que la fonction ®, est continue sur [O,g], dérivable sur ]O,g]

et que la fonction @/, est continue sur }O,g}.
Sur ]0,%] ®, est un quotient de fonctions de classe C' dont le dénomi-
nateur ne s’annule qu’en 0 (car a € E), par conséquent @, est de classe

C*sur |0,%].

®, et continue et dérivable sur [0,Z| et ®’ est continue sur
a D) a

Jo.3].

Il nous reste & montrer que @, est continue en 0.
Montrons que : @, — ®,(0).
0
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En utilisant les développements limités rappelés par I’énoncé :
b () = _ BT o)
r)=——"-—""-7—"

“ u~+ o(u?)

En procédant & la division euclidienne des polynomes suivant les puis-
sances croissantes jusqu’a l'ordre 2 : 4au? = u x (4a*u) + 0. Donc :

®,(z) = —4a’u + o(u?).

D’ou : &, ?O:@)a(O).

®, est continue en 0.

Montrer que la fonction ®, est dérivable en 0 et que @/ (0) = —2a?.

1l ’agit d’une dérivabilité locale (en 07), nous allons donc vérifier I'exis-

tence d’'un nombre dérivé en 07 en déterminant 1’éventuelle limite du

taux d’accroissement.

Notons 7g,(0,2) le taux d’accroissement de Phi, entre 0 et 0 4 2 pour
s

Démontrons que 7g, (0,2) admet une limite en 0.

Soit x € ]O,g].

D,(0+ z) — D,(0)
0+2z)—0

cos(2ax)—1
sin x 0

T, (0,2) =

T
cos(2az) — 1
rsinx

En utlisant le développements limités comme a la question précédente :

(20‘2:5)2 + O(.’EQ)

z (z + o(z?))
= —2a% + o(2?)

TP, (O,ZL‘) = —

®, et dérivable en 0 et ®/,(0) = —2a?.

-2-
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(¢) Pour tout € |0,Z], calculer @/ (z) et déterminer lim @/, ().
z—0

Calculons @/,.

D’apreés la question 1.(a) ®, est bien dérivable sur ]0,%].

En remarquant que ®, est un quotient de fonctions :

—2asin(2ax) sin(xz)—|cos(2ax)—1] cos(z
P () = (2ax) ((Si)niy( )—1] cos(z)

mE]O,%].

quelque soit

Déterminons lim,_,o+ @/ ().

En utilisant les développements limités :
—2a (2az + o(x?)) (z + o(2?)) + {% + o(xQ)} (1 — % + 0(:102))

= (x + o(a?))?

—4a?z? + 2a2% + o(2?)
22 + o(x?)

= —2a” 4 o(z?)

O (z) =

(d) En déduire que la fonction @/, est continue sur [0,%].
Justifions la continuité de @,.

Nous avons déja remarqué que ®/, est continue sur }O,g}.

D’aprés la question précédente, quelque soit x € ]0,%] :

—2asin(2az) sin(z) — [cos(2az) — 1] cos(z)

P! (x) =
() (sinx)?
D’aprés la question 1.(b) ®/,(0) = —2a? et nous avons démontré a la
question précédente que lim,_,o+ @/ () = —2a?, donc ®/, est continue
en 0.
Finalement :

/ ‘e s ol
@/, est continue sur [0,%].

-3-
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2. Pour tout n € N, on pose :

i

Ya € E, Fn(a):2/05<1> (t)sin ((2n + 1)t) dt.

A Paide d’une intégration par parties, établir existence d’un réel p > 0 tel
que pour tout entier n > 1, on a : |T'y(a)] < ! En deduire la limite de T'y(a)
n

lorsque n tend vers +oo.
Soient n € N et a € E.
Procédons a une intégration par parties sur I';,(a).

P, est de classe C', d’apres la question 1, et ¢ — sin ((2n + 1)t) est continue
sur [0,Z], nous pouvons donc procéder a I'intégration par parties :

B 2/2 @;(t)_COS ((2n+1)t) gt
0 2n+1

[NE]

To(a) =2 [B,(t)

—cos ((2n + l)t)}

2n + 1 0

Or ®,(0) =0 et cos ((2n + 1)Z) = 0 donc :

T,(a) = 527 fo P! (t)cos ((2n + 1)t) dt.

Déterminons une majoration de |I',(a)|-.

Utilisons le résultat de la précédente intégration par parties :

2

r, < —
(@)l < 577

/0E 1. (£) cos ((2n + 1)1) | dt

Puisque |cos ((2n + 1)t)| < 1

) T
IT.(0)] < / /()] dt
" 2n+1 J,

®, étant continue elle est bornée (et non identiquement nulle) sur [0,%],
autrement dit il existe 1, € R} tel que :

2 2
ITa(a)] < / D dt
0

2n+1
- 2 m
Sont1 2"
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En notant p, =475 :

2

2n+1

- 2
X 7 HMa
2n/

Ha
n

ITn(a)l < Ha

Ainsi, étant donné a € I, il existe i, € R tel que, quelque soit
n €N, [, (a)| < Ee.

En passant a la limite lorsque n tend vers +oo nous en déduisons

pour chaque a € E, T',,(a) " 0.
n—-+oo

3. Pour tout a € E, soit (I,(a)),cy €t (Jn(a)),cn- les deux suites définies par :

Vn eN, I,,(a) = z”: (a_—i)lj
k=0
et N
Vn € N*, J,(a) = Z (a_—l)lj

(a) On rappelle que : sin p—sing = 2sin (I%‘l) X COS (L;r‘l) et cosu X cosv =
% (cos(u + v) + cos(u — v)).

Etablir pour tout a € E et pour tout k € N*, la relation :

Th(a) — Tx_1(a) = (—1)"sin(ma) (a-i-#k‘ + i k) .

Soient a € FE et k € N*.

Calculons Ty (a) — T'x—1(a).
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Par linéarité de 'intégrale :

Ty(a) — Tp_1(a) = 2 /0 * By (1) [sin (2K + 1)t) — sin (2K — 1)1)] dt

En utilisant la formule fournie par I’énoncé :

sin ((2k 4+ 1)t) — sin ((2k — 1))

_ 94in ((Qk + 1)t ; (2k — 1)t> cos ((21: + 1)t—g(2k - 1)t>

= 2sin(t) cos(2kt)

Par linéarité de 'intégrale :

s

Tu(a) — Ty_1(a) =2 / © B, (£)2sin(t) cos(2kt) dt
0
En utilisant la formule de ®,, :

Ti(a) —Tk_1(a) = 4/g cos(2at) — 1 sin(t) cos(2kt) dt

0 sint

[ME]

4/ [cos(2at) — 1] cos(2kt) dt
0
g

Comme fog cos(2kt) dt = [ sin(2kt)]

NE
NE

cos(2at) cos(2kt) dt + 4/ cos(2kt) dt
0

:0,

[=RYH

w3

Ti(a) = Tk-1(a) = 4/0 cos(2at) cos(2kt) dt
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En utilisant la formule donnée dans ’énoncé :
21
Ti(a) —Tr_1(a) = 4/ 5 (cos(2at + 2kt) + cos(2at — 2kt)) dt
0

= 2/0 cos(2(a + k)t) + cos(2(a — k)t) dt

ZQFm@w+mo sin(2(a — k)t)]2

2(a+ k) 20a—k) |,
_ sin (2(a+k)Z) sin(2(a—k)%)
a+k p—

sin (am + k7)  sin (aw + k)
+
a+k a—k
(=1)¥sin (ar)  (—1)Fsin (ar)
a+k a—k

(aik+aik>(1ﬁgn@m

Quelque soient a € F et k € N*,

1 . 1
at+k a-—k

Iu(0) = Tua(o) = ) (-1 sin am).

(b) Calculez I'g(a).
Soit a € E.
Calculons T'g(a).

w3

2/ D, (t)sint dt
0

2 t)
2/ at) -sint dt
0

sin

2/ cos 2at
0

z
=2 |— 2at) —t
{asm(a) L

S

w3

= —sin(am) —
~sin(am) -
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Quelque soit a € E, T'g(a) = Lsin(ar) — .

(c) Etablir pour tout n € N* et pour tout a € E, I’égalité :

7r
=1 J, — .
sin(wa) n(a) + Jnla) sin(wa)
Soit a € E.
Pour n € N* notons £(n) la proposition « Sirn"(srag) = Iy(a) + Ju(a) —
sinzrﬂ'a) &

Démontrons par récurrence sur n € N* que #(n) est vraie.

* D’aprés la question 3.(b) :

I'y(a) =To(a) + (ai Tt ai 1) (—1)"sin (an)

Donc :

i) _ Tola) +( 1,1 )<—1>1

sin (am)  sin (am) a+1l a-1

D’apreés la question précédente :

I'1(a) _;Sin(aﬂ)—ﬂ_( L )

sin (ar)  sin(an)

Il
I~ 2=
Q|

I
Q
+ |~
—_
N—
+
/T\
Q
| | =
—_
N~

I
2.
=
=
3
N—

Donc Z(1) est vraie.

* Soit n € N*. Supposons que &(n) est vraie est démontrons qu’alors
P(n+ 1) Pest aussi.

D’apres la question 3.(a) :
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1 . 1
a+n+1 a—n-+1

Toii(a) =Th(a) + ( ) (—1)"*"!sin (ar)

Donc :

Lnii(@)  Ta(a) (D" (1)

sin(ar)  sin(ra) a4+n+1 a—-n+1

D’aprés ’hypothése de récurrence :

F7 1 n+1 _1 n+1
-H—l(a) _ ( ) + Jn( ) _ 0 _|_ ( ) ( )
sin(am) sin(ma)  a+n+1 a—-n+1

n+1 n+1 T
= (I Jn .
< <a)+a+n+1)+( anJrl) sin(mra)
™

= Lht1(a) + Jnyi(a) —

sin(7a)

Ainsi Z(n + 1) est vraie.

Nous avons démontré par récurrence sur n € mathbfN*
que, pour tout a € B, ~29. — T (a) + J,(a) —

) sm(Tm)

P | S
sin(mwa) *

. 2a
4. Pour tout entier n € N*, on pose : u,, = (—1)"ﬁ.
a?—n

(a) Montrer que pour tout a € E, la série de terme général u,, est conver-

gente.
= 2a T 1
(b) Etablir la relation : Va € E, ;(-1)"(12 — 7 = s a
Partie 2.

5. Pour tout a €]0,1[, on pose pour tout ¢ €]0,1] :

VneN, an(t) = Y _(—1)kFre?

k=0
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et
n
Vn € N*, Bu(t) = Z(_l)k+1tk—a—1.
k=1
tafl _J_nta+n t—a 1 n+ltnfa
(a) Verifier que an(t)—1+t = ( 1)—|—t ot queﬂ”(t)_1+t _ ( )1+t .

1 1
(b) Etablir la convergence des intégrales / ay,(t) dt et Bn(t) dt et éta-

0 0
blir leurs valeurs respectives en fonction de I,,(a) et J,(a).

1 1,
t® t=@
(a) Montrer que pour tour a €]0,1], les intégrales / dt et / dt
o 1+t o 1+t
sont convergentes.

1 ja—1 —a
t 4
0) lors : Va €]0,1], A(a) = dt et B(a) = [ 0! dt.
n pose alors : Va €]0,1[, A(a) /0 T dte (a) / Ty

(b) Etablir lexistence de nll)r_{loo I, (a) et montrer que nll)rf_loo I,(a) = A(a).

De méme, déterminer lim J,(a).
n—+400
™
c¢) Montre e pour tout a €|0,1], on a : A(a) + B(a) = — .
(c) ntrer que pour tout a €]0,1[, on (a) (a) sin(ra)
400 ta—1
(d) Montrer que pour tout a €]0,1[, I'intégrale / 1 dt est convergente
0
et vaut — .
sin(ma)

+o0 1
(e) Montrer que pour tout réel § > 1, Uintégrale / T2 dt est conver-
0

gente et déterminer sa valeur en fonction de 6 (on pourra utiliser le
changement de variable u = t?).
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