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BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : HEC Paris

MATHEMATIQUES

Programme ENS B/L

Jeudi 27 avril 2017,de 14 h.a 18 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

L’épreuve est constituée de trois exercices indépendants.

EXERCICE 1

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
Sous réserve d’ezistence, on note E(B) et V(B) respectivement, l’espérance et la variance d’une variable

aléatoire B.

Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1. On pose : ¢ =1 — p.
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi R(p) si :
X(@Q)={-11}, P([X=1])=pet P([X=-1]) =g.
Soit (Xk)ken une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi R(p).
Pour tout n € N, on définit la variable aléatoire T}, par : T, = ﬁ Xg.
k=0

1. Pour tout k € N, calculer F(X}) et V(X&).
2.a) Préciser T,(Q). Calculer E(T,) et en déduire la loi de T,.

b) Pour tout couple (n,m) € N2, avec n > m, calculer la covariance Cov(Tn, Ty,) de Ty et Try.
3. Pour tout n € N, on pose : pn = P T =1]).

Etablir la relation : ¥n € N, pnt1 = (2p —1)pp + (1 — p) et retrouver ainsi la loi de T),.
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4. On suppose dans cette question uniquement que p = 3

Pour tout n € N*, soit W,,, Z, et Y, les variables aléatoires définies par :
n
1 1
Wn=XnXn1, Zn= ;Wk et ¥, = §Wn+ '2—

1
a) Montrer que pour tout n € N*, la variable aléatoire Y,, suit la loi de Bernoulli de parametre 3

b) Montrer que deux variables aléatoires qui suivent toutes les deux une loi de Bernoulli sont indépendantes
si et seulement si leur covariance est nulle.
c¢) Montrer que pour tout entier n > 2, les variables aléatoires Y1,Y3,...,Y, sont indépendantes.
d) Pour tout entier n € N*, exprimer Z, en fonction de Y7,Y,...,Y, et en déduire pour tout k € [0, 7], la
valeur de P([Z, = 2k — n]) en fonction de k et n.
5. Soit K une variable aléatoire indépendante de (Xi)ren et suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0.
K(w)
On pose pour tout w € Q : T(w) = H Xk (w). On admet que T est une variable aléatoire.
k=0

+oo
a) Montrer que la série de terme général E(T,)P ([K = n]) converge et que E(T) = Z E(T.)P([K =n]).
=0

b) Calculer E(T') et déterminer la loi de T
6. Soit H une variable aléatoire indépendante de (Xi)ren et suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.

Pour tout k € N, soit Dj, la variable aléatoire définie par : Dy = H Xj.
a) Calculer la fonction de répartition Fj, de Dy.
b) En déduire que Dy, est une variable aléatoire & densité et donner une densité fy de Dy.

EXERCICE 2

Dans tout ’exercice, E est un espace vectoriel de dimension finie et F; et Fy sont deux sous-espaces vectoriels
de E vérifiant £ = F, & Es.
Pour tout vecteur z (respectivement y) de E, I’écriture x = z; + 22 (respectivement y = y, + y2) représente la

décomposition de x (respectivement y) sur Fy @ Es, avec (x4, 22) € Ey X Ey (respectivement (y1,y2) € Ey x Ep).

Partie 1

On suppose dans cette partie que f est un endomorphisme de E; et qu’il existe un isomorphisme h de E;
q

dans FEs.
Soit G V’endomorphisme de E qui & tout vecteur z de E s’écrivant x = 1 + 2, associe le vecteur G(z) défini

par : G(z) = h™ (z2) + h(z1) + f(z1), ol At est I'isomorphisme réciproque de h.

1. Montrer que G est injectif.

2. Justifier que G est surjectif et donner pour tout vecteur y = y; + y2, I'expression de G~1(y).

3. On suppose que G admet une valeur propre réelle A et on note z = x; + o un vecteur propre associé.
a) Justifier que le réel A est non nul.
b) Montrer que z; et z2 sont non nuls.

¢) Montrer que z; est un vecteur propre de f et donner en fonction de A, la valeur propre associée.

4. On suppose que f admet une valeur propre réelle p associée au vecteur propre zi.
Déterminer en fonction de p une valeur propre de G et donner en fonction de 1, un vecteur propre associé.
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5. On suppose dans cette question que E = R5[X], E; est le sous-espace vectoriel de E constitué des polynémes
impairs et Eo le sous-espace vectoriel de E constitué des polynémes pairs.
On pose : B= (1, X, X%, X3, X*, X%), B; = (X, X3, X%) et By = (1, X2, X*).
Soit h et f les applications définies sur E; par :

VP e Ei, (h(P))(X)=5XP(X)— (X*>-1)P'(X) et (f(P))(X)=(X>+1)P"(X)-2XP'(X).
a) Montrer que E; et Ey sont supplémentaires dans E et que B; (respectivement Bs) est une base de E;

(respectivement Es).
b) Vérifier que h est une application linéaire de E; dans E5 et déterminer la matrice de h relativement aux

bases By et Bo. Montrer que h est un isomorphisme et donner la matrice de h™1.
c) Montrer que f est un endomorphisme de E; et donner la matrice de f dans la base B;.

d) Quelles sont les valeurs propres de f?
e) A Vaide des questions précédentes, déterminer une valeur propre de G et un vecteur propre associé.

Partie 2

Dans cette partie, on note p une application linéaire de F; dans E5 et ¢ une application linéaire de Fy dans Fj.
Soit ¢ I’endomorphisme de E qui & tout vecteur x = z1+z2, associe le vecteur p(z) tel que : ¢(z) = p(z1)+q(z2).
6. Montrer que Ker(p) = Ker(p) @ Ker(q).

7. On suppose que @ admet une valeur propre réelle X # 0 et on note = x1 + z2 un vecteur propre associé.

a) Montrer que x; et zo sont non nuls.
b) Montrer que A\? est une valeur propre de po g et de g o p et déterminer des vecteurs propres associés.

8. On suppose dans cette question que les espaces F, F; et Eo sont ceux définis A la question 5.

Les applications linéaires p et g sont définies par :

YR e Ei, (p(R))(X) = (X*+X)R"(X)—(4X*+2)R'(X) et VR € Es, (q(R))(X) = XR"(X)—(X*+1)R'(X).
a) Donner la matrice A de p relativement aux bases B; et By et la matrice B de g relativement aux
bases By et B;.

b) Déterminer Ker(p), Ker(g) et Ker(yp).
¢) Calculer le produit matriciel AB et en déduire que 0 est la seule valeur propre réelle de ¢.

EXERCICE 3
Partie 1
Dans cette partie, on note E ’ensemble R\Z, c’est-a-dire I’ensemble des réels non entiers.
2
On rappelle les deux développements limités au voisinage de 0 suivants : sinu = u+o(u?) et 1—cosu = %+o(u2).
cos(2azx) —1 T

. . —_ T —— F0<rg=

1. Pour tout a € E, soit ®, la fonction définie sur [O? —2—] par : ®,(z) = sinz 2
0 siz=0

T
, dérivable sur ]O, 5] et que la fonction ®, est continue

—_

: : T
a) Montrer que la fonction @, est continue sur [O, 5

7r
sur }0, 5}
b) Montrer que la fonction @, est dérivable en 0 et que ®/(0) = —2a2.

¢) Pour tout z € ]0, g] calculer ®(z) et déterminer lirrh P ().
r—r

d) En déduire que la fonction ®, est continue sur [O, g] .
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2
2. Pour tout n € N, on pose : Va € E, T'y(a) = 2/ ®,(t) sin ((2n + 1)t) de.
0

A D’aide d’une intégration par parties, établir 'existence d’un réel u > 0 tel que pour tout entier n > 1,
g K q

ona: [T'h(a)| < % - En déduire la limite de ', (a) lorsque n tend vers +o0.

3. Pour tout a € E, soit (In(a))neN et (Jn(a))neN* les deux suites définies par :

3
|

1
a) On rappelle que : sinp — sing = 2sin ( q)x cos (p+q) et cosu x cosv = i(cos(u—*—v) + cos(u — v)).

: 1 1
Etablir pour tout a € E et pour tout k& € N*, la relation : Ty (a) —T'x—1(a) = (—1)* sin(ra) (m+ - k) .

b) Calculer I'y(a).

¢) Etablir pour tout n € N* et pour tout a € E, I'égalité : % = I,(a) + Jn(a) — s—i;%r_aj.
4. Pour tout entier n € N*, on pose : u, = (—1)" a22—an2 y
a) Montrer que pour tout a € E, la série de terme général u, est convergente.
. : . = n  2a T i
b) Etablir la relation : Va € E, Z(—l) popre aima) -

n=1

Partie 2
5. Pour tout a €]0, 1], on pose pour tout ¢t €]0,1] :

n

Vn €N, an(t) = Z(_l)k thta=1 ot Vp e N*, ,Bn(t) — Z(_l)k+ltk-a——l )
k=1

k=0
ta—l (_1)nta+n t—e (_1)n+1tn~»a
a) Vérifier que ay,(t) — — et que t) — — .
) Vedlies que old) = 5= 1+¢ que fa(t) — 77 1+¢

1 1
b) Etablir la convergence des intégrales / o, (t) dt et / B, (t) dt et exprimer leurs valeurs respectives en
0 0

fonction de I,(a) et J,(a).

1 4a—1 1 —a
6.a) Montrer que pour tout a €0, 1[, les intégrales / dt et / dt sont convergentes.
5 1+t s Ik

- ta._]_ 1 t—a
dt et B(a) = dt.
vt (@) /0 1+t

b) Etablir existence de lim I,(a) et montrer que lim In(a) = A(a). De méme, déterminer lim J,(a).
n—+o00 n—+00 n— 400
T

On pose alors : Va €]0,1[, A(a) = /
0

¢) Montrer que pour tout a €]0,1[, on a : A(a) + B(a) = S
7

a—1

dt est convergente et vaut —

+oo
d) Montrer que pour tout a €]0, 1[, 'intégrale /0 1 sin(ra) .

“+o0
e) Montrer que pour tout réel # > 1, I'intégrale / 17 dt est convergente et déterminer sa valeur en
0

fonction de 6 (on pourra utiliser le changement de variable u = 1
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Les nouvelles frontiéres de I'Etat.

N.B.:
Il sera tenu compte des qualités de plan et d’exposition, ainsi que de la correction de la langue.
Il nest fait usage d’aucun document ; l'utilisation de tout matériel électronique n’est pas autorisée.
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