BCE ESSEC 2017 BL

BCE ESSEC 2017 épreuve a option BL.

Durée 4 heures.

I Exercice.
1. Exprimons f’ — f en fonction de ¢'(x).

Nous ne connaissons pas pour l'instant ¢’ nous allons donc calculer la dérivée
de g.

g est un produit wv de fonctions avec u(z) = f(z) et v(z) = exp(—x) qui
sont toutes deux de classe C! donc dérivables et

u'(z) = f(x) et '(z)=—exp(—u).

Par conséquent g = uv est dérivable et quelque soit x € [0,1]

Donc :

Finalement

quelque soit = € [0,1], f'(x) — f(x) = ¢'(x)e”.
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2. Soit n € N*.

Déterminons g, par analyse-synthése.

* Supposons que g, est polynomiale de degré 2 vérifiant les trois conditions
de I’énoncé.
Autrement dit il existe a, b et ¢ des réels avec a # 0 tels que : g,(x) =
axz® 4+ bx + ¢ pour tout = € R.
gn(0) = 0 donc ¢ = 0 et g,(x) = az?® + bz pour tout = € R.
De : g,(1) = e~ ! nous déduisons a + b = e~! puis

a=-b+e ! (Ey).
De : g, (3) = ne™! nous déduisons +a + $b=ne™! et donc
a=—2b+4ne”! (FEs).
De (E4) et (E3) nous déduisons :
—b+e ' =—2b+4ne".

Donc : b= (4n — 1)e~ !,
Puis d’aprés (E1) : a = (2 —4n)e~ L.
* Posons, pour tout z € R : g,(z) = (2 — 4n)e 12 + (4n — 1)e 2.
Il est alors aisé de vérifier que g,, est polynomiale de degré deux et que les
conditions sur g,,(0), g,(1) et g, (3).

Nous avons donc démontré par analyse-synthése que

quelque soit n € N*, la fonction
gn(2) = (2—4n)e 2% + (4n — 1)e~ 'z pour tout x € R, convient.

1
3. Déterminons lim / Ifo — f1l-
n—+oo Jq :

La formulation de I’énoncé semble affirmer I'existence de cette limite ce qui
nous autoriserait & faire I’économie de la démonstration de cette existence.

Soient n € N* et z € [0,1].

D’apres la question 1 :

|[fn(2) = fr(2)] =
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Donc :

/Olfn—f,ﬁ >/01 gl (Es)

gh(z) =2(2—4dn)e tx + (4n — 1)e!
=—(8n—4)e 'z + (4n—1)e !

Et

g., est une fonction affine dont le coefficient directeur est strictement négatif

(dn—1e ' 4n—1
—(8n—4)e—1 T 8n—4"

graphique (schématique).

et qui s’annule en — Nous en déduisons sa représentation

Y

AN

9 (0) = (4n — 1)e™*

0 4n—1 \1 4
8n—4
g;L(l) = _(4Tl — 3)671 777777777777

Puis celle de |g/,] :

fol lg),| peut alors s’interpréter comme l’aire grisée qui est formée de deux
triangles rectangles.

-3-
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1
1 4n—1 1 4n —1
"= =4n—1)? —(4n —3)e ' (1
/0|g"| pln —lem g Fotn =3 Sn—4

-1

= 3@ D [(4n — 1) + (4n — 3) (8n — 4 — 4n 4 1)]
T 2(8n—4) [(4n —1)* + (4n — 3)?]

Donc en utilisant (Ej) :

/ |frn = f0l > (7_) [(471— 1)2 + (4n — 3)2] .

De m [(4n —1)* 4+ (4n —3)?] ~ 2e~'n3 nous déduisons finalement

n—-+oo

. 1
limy, - 400 fo |frn — f1] = +o0.

Nous avons donc trouvé une suite d’élément de I qui n’est pas majorée donc

I n’est pas majoré.

4. Démontrons : Vf € E, e7! < fol lf = r'l

Soit f € E.
D’aprés la question 1, quelque soit = € [0;1],

[0 sora= [ ol
/019’(t) dt‘

> [lgns|

>

=

de f(0) =0 et f(1) =1 nous déduisons g(0) =0 et g(1) = e, donc :

/|f ()] dt > e — 0|

exp(1)

4
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Nous avons donc établi que quelque soit f € E, fol /() — f(O)] dt >
Autrement dit

1
exp(1l)”

1 B
ptl] est un minorant de 1.

. Soit ¢ €]0;1].
Démontrons : f; est de classe C! sur [0; 1].

Le résultat est évident sur [0;1] \ {¢}.

* f est continue sur [0;1].
* f est dérivable sur [0;1] \ {¢}.
Si x € [0;t[ alors fi(z) = % (2tx — 2%) exp(z — 1) et donc

fl(x) = %2 [(2t — 2z) exp(z — 1) + (2tz — 2%) exp(z — 1)]

= %271)(%2 + (2t — 2)z 4 2t)
t
et si x €]¢t;1] alors f/(z) = exp(z — 1).
* fila) = expl(t 1),

En effet

exp(z — 1)
T(—gf + (2t — 2)x + 2t) 3 exp(t — 1),
et

exp(z — 1) . exp(t —1).

Des trois points précédents nous déduisons d’apreés le « théoréme limite de la
dérivée » que f est dérivable en t et f/(t) = exp(t — 1).

Finalement

ftEE.

. Calculons fol |fe = fil-
Soit t €]0; 1].
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Utlisons la relation de Chasles :

/Ollft—ft’l=/Ot|ft—ft’|+/tl|ft—f{|

Puisque sur [;1], fi = f] :

/Ollft—f;|=/0t|ft—f;|

En utilisant ’expression de f] trouvée a la question précédente ainsi que celle
de ft :

[u-n= (2t~ a*) -
:/0 7@“’2 ) |22 — 2t] da

) t
=% (t —x)exp(zr — 1) do
0

exp( —1) exp(z — 1)

e (—2*+ (2t —2)z +2t)| da

En intégrant par parties :

[ 150 50= 2 (16 yete -1~ [ o1 ar)
— t% (—te_1 + [exp(z — 1)]6)
= t% (—te ' +exp(t—1)—e™ )

Enfin

71

)\ft ft|_7( t+exp(t) —1)).

. . 1
Déterminons lim — f/l.
1;;8 fo |f t— f t‘

1 -1
[ 1= 1= i e expte) 1)
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En considérant un développement limité a 'ordre 3 en 0 de la fonction expo-

nentielle :
1 —1
2e 1 1
—fll= == |t+ (1+t+ 2+ =t3+o(t?) | -1
[ 1= e (e g g o)) <)
1
= e_l (1 + §t + O(t))
Finalement

1
lim — fl=e"N
tim [ 15
>0

7. Déterminons la borne inférieure de 1.

D’aprés la question précédente, quelque soit & > 0, il existe ¢ €]0; 1] tel que

ft € E et
1
e*—/|ﬁ—m
0

Nous en déduisons, e~! étant, d’aprés la question 4, un minorant de I :

<e€

1
eflg/ Ifi — fll<et4e
0

Ceci étant vrai quelque soit € > 0, nous pouvons conclure :

est la borne inférieure de I.

exp(1)

IT Probléme.

Partie 1 : matrice d’Ehrenfest.

8.
By = AT

0 2 o\"

—[1 0 1

02 0

01 0

— (2 0 2

010

-7-
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* Premiére méthode : détermination du noyau.
Dire que \ € R est une valeur propre pour Bs et que X € R3\ {0} est un
vecteur propre associé a A si et seulement si ker(Al5 — Bg) # {0}.
Déterminons donc le noyau de A3 — Bs.

Pour cela nous allons échelonner en colonnes la matrice du haut en préfe-
rant des coefficients sans A sur la diagonale afin d’étre sur du rang de la
matrice.

[ A3 — By
L IS
[ A -1 0 -1 0 A
-2 AN =2 A =2 =2
0 -1 A . . -1 A 0
1 0 0 et en intervertissant les colonnes 0 0 1
0 1 0 1 0 0
| 0 0 1 0 1 0
-1 0 0
A =2 A2—-2
. ) -1 A -
En faisant : C3 < \C; + C5 0 0 1
1 0 A
0 1 0
-1 0 0
A =2 0
. - —1 A A2y
En faisant : C3 + \ — A2_2202 + C3 0 0 2 T
1 0 A
22—
0 1 A5

Ainsi ker(AI3 — By) # 0 si et seulement si A# —A=0.
Or

A2 -2 A2\ 2\
A R )
N -4
2
1 2
= _\\? -4
SAAT—4)

:%Mx_m@+m
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donc les valeurs propres de Bs sont 0, —2 et 2 et des vecteurs propres
1
correspondants sont A
222
2
* Seconde méthode : en utilisant le polynome caractéristique (hors pro-
gramme en B/L).

XBQ(X) = det (XIg — BQ)

X -1 0
=|-2 X =2
0 -1 X

D’aprés la régle de Sarrus :

XB,(X) = X? —2X —2X

= X% —4X
=X(X*-14)
= X(X* -2

= X(X —2)(X +2)

X B, est scindé simple sur R donc Bs est diagonalisable, Spp(B2) = {0; —2; 2}
et les sous-espaces propres correspondants sont de dimension 1.
Déterminons un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

x

. Dire que [y | # 0 est un vecteur propre associé a la valeur propre 0
z

équivaut successivement a :

x
BQ y =0
z
y = 0
20 +22z = 0
y = 0
Donc
1
0 | est un vecteur propre associé & la valeur propre 0.
-1

-9-


http://unemainlavelautre.net

BCE ESSEC 2017 BL

X
. Dire que | y | # 0 est un vecteur propre associé & la valeur propre 2
z
équivaut successivement a :

y = 2z
2042z = 2y
y = 2z
y = 2z
y =Y
y = 2z
Donc
1

2 | est un vecteur propre associé & la valeur propre 2.
1

T

. Dire que | y | # 0 est un vecteur propre associé & la valeur propre —2
z

équivaut successivement a :

x x
Byly|=-21y
z z
y = —2z
204+ 2z = -2y
Y —2z
y = —2z
y =y
y = —2z
Donc
1

—2 | est un vecteur propre associé a la valeur propre —2.
1

-10-
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Quelle que soit la méthode retenue :

1
Ainsi Spy(Bs) = {—2;0;2} et E_5 = Vect [ | =2 ] |,
1
1 1
Ey = Vect 0 et Fy = Vect 2
-1 1

Et par conséquent By est diagonalisable.

9. Soit p € N.
1 1 1
* Notons %, = 21,10 |,]2 la base formée de vecteurs propres
1 -1 1
pour Bs.

La matrice représentative de X — By X dans %, est donc Dy = diag(—2,0,2).
La matrice de passage de %, vers la base canonique %, est clairement :

1 1 1
P=1-2 0 2

1 -1 1
Et donc : By = P71D,P.

Puis

BY = (P7'D,P)"
=P 'DEP
= P~ 'diag((—2)?,0,27)P

* Déterminons P! par la méthode de Gauss-Jordan.

-11-
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1 1 1 1 00
-2 0 2 010
1 -1 1 0 0 1
1 1 1 1
L2<—L2+2L1 00
0 2 4 2 1 0
Ly = Ly —In 0 -2 0 10 1
1 1 1 1 0 0
L3(—L3+L2 0 2 4 2 1 0
0 0 4 111
Ly 1L, 11 1 1 2 0
. i 01 2 0 2 0
3 213 1
! 001 i1 1
1 10 EE
Ly« Ly — L3 01 0 i
Ly ¢ Ly — 2Ly 00 1 I
4 4 4
1 00 % -1 1
Li+ Ly — Lo 010 : 0 —3
1 1
0 0 1 17 1
1 1
Ainsi P_lzi 2 —2
1 1
Finalement
VpeN, BY =
1 -1 1 (=2 0 0 1 1 1
2 o -2 0 0 0 -2 0 2
1 1 1 0 0 27 1 -1 1

10. Démontrons que A, est diagonalisable.

-12-
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P étant inversible PT Dest aussi et : (Pfl)T = (PT)fl.

Ay = BT
— (P~'D,P)"
= PTD; (P7)
— PTD, (PT)™"

T

Donc

A, est diagonalisable et Spp(As) = SPr(Bs) = {—2;0;2}.

Par construction, % est une famille génératrice de F),.
Démontrons que % est une famille libre de RE.

Notons Z(n) : « (fo,...,fn) est libre ».
Nous allons démontrer par récurrence sur n € N* que &?(n) est vraie.

* Sin=1alors fy = ch et f; = sh. Démontrons que (sh,ch) est une famille
libre.
Soient A et u des réels tels que : Ach 4+ ush = 0.
Autrement dit : Vz € R, $(A + p)e® + (A — p)e™* = 0.
Nous en déduisons en passant & la limite lorsque x tend vers +oo que
nécessairement A+ p = 0. Puis en faisant tendre x vers —oo que A —p = 0.
Finalement A = p = 0.
Autrement dit (fo,f1) est libre et Z2(0) est vraie.

* Soit n € N*. supposons & (n) est vraie et démontrons qu’alors & (n + 1)
est vraie.

Soient (Mg, - - -, Anr1) € R™F2 tels que
Xofo+ -+ Anyiforr = 0.
Autrement dit :
Xoch™™ 4+ Aish-ch™ + -+ +sh™™ = 0.
En particulier nous en déduisons pour = = 0 que A\g = 0. Ainsi :

Ash - ch”™ + -+ 4+ A\, psh™ ™ = 0.

-13-
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En factorisant
sh- (Arch” 4+ Agsh - ch" ™" + -+ + X, 415h"™) = 0.
Puisque sh ne s’annule qu’en 0 nous en déduisons que quelque soit x € R*,

A1ch™ 4+ Agsh - ch™ ™' + -+ 4+ X\, 41sh" = 0.

Or, d’aprés notre hypothése de récurrence (fo,...,f,) est une famille libre,
donc, nécessairement A\ = -+ = X\, 11 = 0.
Ainsi nous avons établi que (fo,...,fn+1) est une famille libre. Autrement

dit Z(n+ 1) est vraie.

Nous avons démontré par récurrence sur n € N* que (fo,... fn)
est une famille libre de R¥.

Et puisque £ est un famille libre et génératrice de F,

2 est une base de F,,.

(a) Justifions ’égalité proposée.

Soit = € R.
Puisque ch? — sh? = 0,

exp ((n — 2k)z) = (ch®(z) — Sh2($))k exp ((n — 2k)x)
= (ch2(x) - shz(x))k e(n—2k)z

Puisque exp = ch + sh

exp ((n — 2k)z) = (ch*(z) — sh(x))" (ch(z) + sh(z))"~*

Ainsi

quelque soit x € R

exp ((n — 2k)z) = (Ch2(.1:) _ Sh2(,7,’))k (ch(z) + sh(z))" 2"

-14-
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Montrons que e,,_of est dans Fj,.

Il faut établir que e,,_o est une combinaison linéaire d’ éléments de 4.

En_ol = (Ch2($) — sh2(:10))’c (ch(z) + Sh(x))ni%
En utilisant la formule du binéme de Newton :
k n—2k

_ k 2i k—i_1,2(k—1i) n—2k j 1 n—2k—j

en_ok = (; (i)Ch (—1)"'sh JZ:;) i ch’sh J

En développant :

k n—2k k 2%
En—2k = Z (—1)k—1 ( ) (n - >Ch2i+jsh2(ki)+n2kj
i=0 j=0 ¢ J
k n—2k
-k — 2k " o
S () (P
i=0 j=0 t J
B k n—2k . . k n— %k N
B Z ( ) i - f21+j
i=0 j=0 J

Nous avons démontré que e, o) est dans ’espace vectoriel engendré par
2. Autrement dit

En—2k € Fn-

Déterminons les coordonnées de e,, dans %.

D’apres la question précédente

k n—2k
O

i=0 j=

-15-
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Donc, pour k£ =0,

s E ()T

J

Le vecteur coordonnées en ligne de e,, dans & est

(@) @) () -

Déterminons les coordonnées de e,,_o dans 4.

D’apres la question précédente

Nous observons un télescopage des termes :

' n—2 =2 /n-2
o = —Z( j )fj + Z ( i )f2+j

=0 j=n-3

=—fo—(n=2)fa4 (n—2)fn_1+ fn

-16-
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Le vecteur coordonnées en ligne de e, _o dans % est

(-1 —(n—=2) 0 ... 0 (n—2) 1).

(¢) Justifions que : eg_p, € Fiy.

Soit = € R.

= ep—2k(—7)
3 o ()t

Et puisque sh est impaire et que ch est paire :

eonn(z) = in‘zk(_l)k—i (k) (n - 2k> (—1)2+High i+ () ep~ 2D ()

t J

- g 2 (—1)hmrr (T) (n —j2k:) faiyj()

esrx_n peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’élément de %
donc

€ok—n € F,.

13. Soit j € [0,n].

Exprimons f;.

* Supposons 0 < j < n.

-17-
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fj est un produit de puissances de fonctions sh et ch qui sont dérivables
sur R donc f; est dérivable sur R et I’énoncé nous donne les dérivées de sh
et ch donc

£ =(jch-sh’~1) - ch" 7 +sh? - ((n — j)sh-ch" 7~
= jsh/~teh" U~ 4 (n— j)shj+1ch"_(j+1)
* Si j =0 alors f; =nsh-ch" ! =nfy.
* Si j=mnalors f) =nch-sh" ' =nf,_ ;.

Finalement

fo=nfi, fi, =nfaret fj=3jfj—1+ (n—j)fj+1 pour tout
j € ln—1].

Montrons que u,, est un endomorphisme.

D’aprés la question précédente, u,, est effectivement une application de F;,
dans lui méme : tout élément de F;, est une combinaison linéaire de f; et les
dérivées des f; sont encore des combinaisons linéaire de f; donc des éléments
de F,,.

u, est bien str linéaire puisque la dérivation est linéaire.

Uy, est un endomorphisme de Fj,.

Déterminons la matrice de u,, relativement & la base 4.

D’aprés la question précédente, u,(fo) = nfi, un(fn) = nfn_1 et si j €
[1,n —1] alors un(f;) = jfi—1 + (n = j) fj+1-
Par conséquent

matg(u,) = By,

Déterminons les fonctions f dérivables telles que f’ = \f en raisonnant par
analyse-synthése.

* Supposons qu’il existe une fonction f dérivable telle que f/ = \f.
Notons h : x +— exp(—Ax) f(z).
h est dérivable (comme produit de fonctions dérivables) sur R et quelque
soit z € R

-18-
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h'(z) = —Xexp(—=Az) f(z) + exp(—Az) f'(x)
[=Af(z) + f'(2)] exp(—Ax)
0

Par conséquent il existe un nombre réel p tel que h(z) = p pour tout € R.
Autrement dit

exp(—Az) f(z) = p
D’ou :
f(z) = pexp(Az)

* Soit p un nombre réel. Notons f(x) = pexp(Az) pour tout = € R.
Il est clair que f est dérivable sur R et pour tout z € R :

f'(x) = Apexp(Az)
= \f(z)

Nous avons démontré en raisonnant par analyse-synthése que
I’ensemble des fonctions f dérivables telles que f' = \f est

{z — pexp(Az)|p € R}.

16. Démontrons qu’il s’agit effectivement des valeurs propres et de vecteurs propres
de u,.

D’aprés la question 12, e, _ox €t ear_, sont dans Fj,.

D’apreés la question 15, e.(,_2x) est bien un vecteur propre de u,, associé¢ a la
valeur propre e(n — 2k).

11 est, aisé de vérifier, en distinguant les cas n pair et n impair, qu’il y a donc
n + 1 valeurs propres distinctes. Nous les avons donc toutes trouvées.

Spr(un) = {xn, £ (n —2),..., £ (n —2p)} et, pour k € [0,p],
€c(n—2k) €St un vecteur propre associé a la valeur propre
e(n — 2k).

-10-
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Puisque B,, = matg(u,), d’aprés la question précédente B, admet n + 1
valeurs propres distinctes donc

B,, est diagonalisable.

Démontrons 'existence et 'unicité en raisonnant par analyse-synthése.

* Supposons qu’il existe L telle que LA/ = L et Z?:O l; = 1.
De LA/, = L nous déduisons successivement

1
ZLA,=1L
n

LA, =nL

ATLT = L™

B,LT =nL”

Donc LT est un vecteur propre associé a la valeur propre n pour B, ou
bien le vecteur nul. Puisque Z?:o ¢; =1, L™ n’est pas nul.

Puisque B,, admet n + 1 valeurs propres distinctes, le sous-espace propre
associé a chaque valeur propre est de dimension 1. En particulier celui
associé a la valeur propre n est engendré par matg(e,,). Par conséquent il
existe un unique p € R* tel que LT = ymatz(e,,).

Or, d’apres la question 12 matg(e,)” = ((;) (1) ... (7)) donc néces-
sairement :

" /n

£0)-

i=0
De 37", () = 2" nous déduisons que p = 5.
Ainsi: L= 5 ((5) (1) (2)-

* Réciproquement, notons L = 5= ((§) (1) ... (7)) nous vérifions im-

médiatement que LA), = Let Y ¢; = 1.

Nous avons établi par analyse-synthése que L est bien 'unique
vecteur ligne vérifiant les deux conditions imposées.

-20-
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Partie B : diffusion des particules.
19. Déterminons /41 en fonction de L, en utilisant A7,.
A chaque instant p une particule est déplacée d’un coté vers l’autre.

* Si a linstant p il n’y a aucune particule dans C; alors nécessairement

Xpt1=1letdonc P(Xp11 =1] X, =0)=1.

* Si & linstant p toutes les particules sont dans C; alors nécessairement
Xpr1=n—letdonc P(Xp11=n—-1]X,=n)=1.

* Sialinstant p il y a k € [1,n — 1] particules dans C, alors X1 €

{k—-1,k+1}.
De plus comme le choix de la particule déplacée est fait avec équiprobabi-
lité :

k
P(Xpﬂzk_l‘Xp:k):E

(la particule quitte Cy) et

n—k
n

P(Xpp1=k+1]X,=k)= P(Xp = k)

(la particule arrive dans Ct)

Soit i € [[1,n — 1].

Un embranchement de ’arbre probabiliste représentant cette situation pour-
rait clarifier les choses.

D’aprés la formule des probabilités totales que nous fourni I’énoncé

P(Xp41 =1) = Z]P(Xp+1 =i| Xp =k)P(X, =k)
k=0

Xp+1 et X, ne peuvent différer que de 1 exactement donc
P(Xp41 =1) = Z P(Xpy1 =i | Xp = k)P(X, = k)
ke{i—1,i+1}
=PXp1 =1 |X,=1—-1)P(X,=i—-1)+
P(Xpp1 =i | Xp =i+ DP(Xp =i+1)

-21-
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Puisque le choix de la particule & déplacer se fait de maniére équiprobable :

n_(z_l)]P’(Xp:i—l)—i—Z—'_l

P(Xp41 =1) = P(Xp =i+1)

n
En raisonnant de méme nous établissons

P(Xp41=0) =P(Xp41 =0 | X, = )P(X, = 1)

1
=-PX,=1
~P(X, = 1)

et

P(Xpt1=n) =P(Xpp1=n| Xp =n-1)P(X, =n—1)

1
-P(X,=n—-1
n(p n )

Il est alors aisé de vérifier (par le calcul) que

LPA;’L - Lp+1 .

Déterminons L, en fonction de A/, p et Ly.

Nous remarquons que par une récurrence évidente (L, = L, 1Al = L, 2 A?
L, 3A!3 = ... = LyAP) nos obtenons

L, = LoA™.

Déterminons la loi suivie par X,.

Puisque X suit une loi binomiale de paramétres n et %, quelque soit ¢ € [0,n]
. n 1 7 1 n—1i
oo-0-(1) () G)
1 n n n
=11 () () - (1) )

D’aprés la question 18 : Ly = LoA!,, et par conséquent, quelque soit p € N,

L, = Ly.
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Nous en déduisons :

Vi € [0,n], P(X, = i) = zi (Z‘)

21. Démontrons 1’égalité proposée.

n

Xp+1) Z]P p+1 = k)k

k=0
n—1

E(Xpt1) =P(Xpy1 =n)n + Z P(Xp1 = k)k
k=1

D’aprés la question 19

E(Xps1) = +P(X, =n — ot
HZ("_ “Upx, _k—1)+$P(X _k+1))k

k=1

[y

E(Xpy1) =P(Xp =n—1)+
n—1

—Z n—(k—1)kP(X, =k — 1)+
%Z(k—kl)k]P(Xp:k—kl)

En faisant le changement de variable i = k — 1 dans la premiére somme et

j =k + 1 dans la seconde

E(Xpy1) =P(Xp =n—1)+

LS i)+ DR, = i)+
=0

L5756 - )P(X, = )
j=2
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E(Xp41) = B(X, =0 — 1) + P(X, = 0) + =—P(X, = 1)
n—2
%Z[(n—i)(i-‘rl)—i—i(i_ DP(X, = i)+
=2
(p-1)n-2)

P(X,=n—-1)4+(n—-1)P(X,=n)

n

E(Xpt1) =P(Xp =n—1)+P(X, =0) + " P(X, =1)
n—2
% > (n—2)i+n]P(X, = i)+
i=2
(n—1)(n—2)

. P(X,=n—-1)4+(n—-1)P(X, =n)

P(X, =)+
- Un(” — 2)IP(X,, =n—1)+(n—-1)P(X, =n)
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E(Xp+1) =P(Xp=n—-1)+P(X, =0)+ ———
n— 2 n—2 n— 2

E(X,) —

n n n

-2
! nP(X, =n)+

l—iIFi(Xp:0)—P(szl)—P(Xp:n—l)—]P’(Xp:n)+
(n—1)(n-2)

P(X,=n—-1)+(n—1)P(X, =n)

Nous remarquons certains simplifications :

E(Xpt1) =P(X, =n — 1) +P(X, = 0) + ——

n—2 n—2 n—2
E(Xp)_ ]P)(Xp = 1)*

(0 — 2)P(X, =)+
1-P(X, =0)-P(X, =1)-P(X, =n — 1)-P(X, =n)+
(n—1)(n—2)

P(X, =n—1)+(n-1P(X, =n)

Finalement

E(Xpy1) = niQE(Xp) + 1.

Déterminons E(X,).

Soit p > 0.
n n-—2 n
E(Xerl) - 5 = E<Xp) +1- §
n—2 n n—2 n n
n ( (Xp) 2) Tt 2
n—2 n
= E(X,) — 7)
— (B(G) - 3
Ainsi (E(X,,) — %)pEN est une suite géométrique de premier terme E(Xo) — 5

et de raison "T’z Par conséquent :

¥p € N, E(X,) — g - (";2>p (E(XO) . g) .
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Enfin

Vp e N, E(X,) = (=2)" (E(Xo) — %) + 2.

n

22. Déterminons la limite de E(X,).

()
— 0.
n p—+00

Nous en déduisons, d’aprés la question précédente,

n>2don00<"772<1et

n
lim E(X,) = —.
p—irfoo ( p) 2

On s’attend effectivement & ce que, si U'expérience dure
indéfiniment, en moyenne, & chaque instant, il y ait autant de
particules dans les deux boites.

23. Exprimons la limite de P,,; lorsque n temps vers +oo.

D’aprés la question 21
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D’ou

Déterminons la limite de cette derniére expression.

(52 oo (1)

Or en utiisant un développement de In

nin " =N " 9 On—+4o00 712
2 1
=R O (n)

(n — Z)M — exp (—2t)

donc

n n—-+oo

Nous en déduisons finalement

n—-+oo

1 1
Pnt — exp(72t) <P() — 2) + 5
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