BCE ESSEC 2017 BL

BCE ESSEC 2017 épreuve a option BL.

Durée 4 heures.

La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appré-
ciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats
de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation de toute calculatrice
et de tout matériel électronique est interdite. Seule lutilisation d’une régle graduée
est autorisée.

Si au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les
raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

I Exercice.

Dans cet exercice, on désigne par E l’ensemble des fonctions de classe C' sur
[0,1] & valeurs réelles vérifiant f(0) =0 et f(1) = 1.
On se propose de déterminer, si elles existent les bornes supérieure et inférieure

de 'ensemble : .
r={[ -1 res}.
0

On rappelle quun ensemble I non vide de réels admet une borne supérieure
(resp. inférieure), si I’ensemble I est majoré (resp. minoré). Dans ce cas, si M (resp.
m) est un majorant (resp. minorant) de I et 8’il existe une suite d’éléments de I
convergeant vers M (resp. m), alors M (resp. m) est la borne supérieure (resp.
inférieure) de I.

Pour f dans E et = dans [0,1], on pose g(z) = f(x)exp(—z) et on dira que g
est associée a f.

1. Pour z € [0,1], exprimer f'(z) — f(z) aaide de ¢'(z).

Exprimons f’ — f en fonction de ¢'(z).

g est un produit uv de fonctions avec u(z) = f(x) et v(x) = exp(—z) qui
sont toutes deux de classe C! donc dérivables et

u(z) = f(x) et v'(x)=—exp(—ux).


http://unemainlavelautre.net/bce.html

BCE ESSEC 2017 BL

Par conséquent g = uv est dérivable et quelque soit x € [0,1]

Donc :

Finalement

quelque soit € [0,1], f'(x) — f(x) = g'(x)e”.

. Pour n dans N* | déterminer une fonction g, polynomiale de degré 2 telle
que :

gn(0) =0 ga(1) = on (§> -

Soit n € N*.

Déterminons g, par analyse-synthése.

* Supposons que g, est polynomiale de degré 2 vérifiant les trois conditions
de I’énoncé.
Autrement dit il existe a, b et ¢ des réels avec a # 0 tels que : g,(z) =
ax? + bx + ¢ pour tout = € R.
gn(0) = 0 donc ¢ = 0 et g,(x) = ax? + bx pour tout = € R.
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De : g,(1) = e~ ! nous déduisons a + b = e~! puis
a=-b+e ! (Ey).
De : g, (3) = ne™! nous déduisons +a + $b =ne™! et donc
a=—2b+4ne”t (Fs).
De (E4) et (E3) nous déduisons :
—b+et=-2b44ne L.

Donc : b= (4n — 1)e~ !,
Puis d’aprés (E1) : a = (2 —4n)e™ L.
* Posons, pour tout x € R : g,(z) = (2 — 4n)e 12? + (4n — 1)e 1.
11 est alors aisé de vérifier que g,, est polynomiale de degré deux et que les
conditions sur g,,(0), g,(1) et g, (3)-

Nous avons donc démontré par analyse-synthése que

quelque soit n € N*| la fonction
gn(z) = (2 —4n)e 122 + (4n — 1)e 1z pour tout x € R, convient.

. Pour n dans N* et « dans [0,1], on pose f,(x) = gn(x) exp(z).
1

Déterminer lim / |fn. — f),] et en déduire que ensemble I n’est pas ma-

n—-4o0o 0
joré.

1
2 . . /

Déterminons ngrfoo /0 [fn— 1l

La formulation de I’énoncé semble affirmer I'existence de cette limite ce qui
nous autoriserait & faire ’économie de la démonstration de cette existence.

Soient n € N* et z € [0,1].

D’apreés la question 1 :

[fn(2) = fr(2)] =

-3-
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Donc :

/Olfn—f,ﬁ >/01 gl (Es)

gh(z) =2(2—4dn)e tx + (4n — 1)e!
=—(8n—4)e 'z + (4n—1)e !

Et

g., est une fonction affine dont le coefficient directeur est strictement négatif

(dn—1e ' 4n—1
—(8n—4)e—1 T 8n—4"

graphique (schématique).

et qui s’annule en — Nous en déduisons sa représentation

Y

AN

9 (0) = (4n — 1)e™*

0 4n—1 \1 4
8n—4
g;L(l) = _(4Tl — 3)671 777777777777

Puis celle de |g/,] :

fol lg),| peut alors s’interpréter comme l’aire grisée qui est formée de deux
triangles rectangles.

4
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1
1 dn—1 1 dn —1
/|g;|:§(4n—1)e_1 - —|—§(4n—3)e_1 (1— " )
0

n—d 8n —4
= Sy [(4n = 17+ (4n =) ($n — 4 —4n 1]
= m [(477,— 1)2+(4n_3)2]

Donc en utilisant (E3) :

1 -1

[y A p—

0 |/m[(4n—1)2+(4n—3)2]

et _1)\2 _9\2 -~ 1.3 L.
SEn=T) [(4n — 1) + (4n — 3)?] et 2e~'n°, nous déduisons finalement

. ST .
llIIln*}+Qo ([0 ‘fn - frlz‘ = +oo.

Nous avons donc trouvé une suite d’élément de I qui n’est pas majorée donc

I n’est pas majoreé.

. En utilisant la fonction g associée & une fonction f quelconque de E, montrer

1
que / |f — f'| est minoré par
0

exp(1)’
Démontrons : Vf € B, e~ ! < fol f =1l

Soit f € E.
D’apres la question 1, quelque soit = € [0;1],

Alfw—fmhﬁ=élg@hﬁ

/0 J'(t) dt‘

>
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de f(0) =0 et f(1) = 1 nous déduisons g(0) = 0 et g(1) = e, donc :

/|f ) dt = le™t =0

1

>
exp(1)

Nous avons donc établi que quelque soit f € F, fol [f'(t) — f(t)] dt >

) eXP(l)
Autrement dit

—L__ est un minorant de I.
exp(1)

Le but de la suite de cet exercice est de montrer que la borne inférieure de I
1

t —.
exp(1)
Pour ¢ dans ]0,1[, on définit la fonction f; sur [0,1] par :

(2t —x)zexp(z —1) .
Jil) = { P Boswst
exp(x — 1) sit<z <1

5. Montrer que f; est dans E.
Soit ¢ €]0; 1].
Démontrons : f; est de classe C* sur [0;1].
Le résultat est évident sur [0;1] \ {¢}.
* [ est continue sur [0; 1].

* f est dérivable sur [0;1] \ {¢}.
Si z € [0;t[ alors fi(z) = ;5 (2t — %) exp(x — 1) et donc

fi(z) = %2 [(2t — 2z) exp(z — 1) + (2tz — 2*) exp(z — 1)]

- 76"1)(;_ V(a4 (2t - 2w+ 20)

et si x €]t;1] alors f/(z) = exp(z — 1).
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x ! _
fi(x) = explt—1).
En effet
exp(z — 1) 5
— (2 + (2t —2)x +2t) — exp(t—1),
t2 T—t—
et
exp(x —1) — exp(t—1).
rx—tt
Des trois points précédents nous déduisons d’apreés le « théoréme limite de la

dérivée » que f est dérivable en t et f/(t) = exp(t — 1).

Finalement

ft € E.

. Calculer/ |fi — fi| et en déduire hm/ Ife — fil.

>0
Calculons fol Ife — f1l.
Soit ¢ €]0; 1].

Utlisons la relation de Chasles :

/01|ft—f;|=/Ot|ft—f;|+/tl|ft—f;|

Puisque sur [t;1], fr = f] :

/Ollft—f;|=/0t|ft—f;|

En utilisant 'expression de f] trouvée a la question précédente ainsi que celle

de ft:

/ o 1l = /
:/O Lp(t ) 22 — 24 da

2 t
=% (t —x)exp(z — 1) da
0

exp( -1 exp(z — 1)

2tz — x?) — 2

(=% + (2t — 2)z + 2t)| da
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En intégrant par parties :

[ 150- 0= 2 (16 yeste -1~ [ - o1 ar)
_ 2 (—ﬁe_1 + [exp(z — 1)]3)
_2 (—te™' +exp(t—1)—e™ ")

Enfin

.1 1
[ 1= 1= 2 (=t + el - 1),

Déterminons lim;—o fol |fe — fil-
t>0

1 -1
[ 1= 1= i (e exple) 1)

En considérant un développement limité & ’ordre 3 en 0 de la fonction expo-
nentielle :

1 -1
2 1 1
/|ft—ft’|: e2 —t+ (1+t+ 2+ 3 +o(t?) ) — 1)
0 t 276

=e ! (1 + %t + o(t))

Finalement

1
lim/ Ife — fil=e L.
t—=0 /o

£>0

1
. Montrer que la borne inférieure de I est ————.
xp(1)
Déterminons la borne inférieure de I.

D’aprés la question précédente, quelque soit & > 0, il existe ¢ €]0; 1] tel que
ft € E et
1
et [ 5= 1
0

-8

<e€
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Nous en déduisons, e~ ! étant, d’aprés la question 4, un minorant de I :

1
e*1</ i fl<elie
0

Ceci étant vrai quelque soit € > 0, nous pouvons conclure :

est la borne inférieure de I.

exp(1)

IT Probléme.

La premiére partie de ce probléme détermine quelques propriétés des matrices
d’Ehrenfest.

La seconde partie étudie un modéle de diffusion de particules & travers une
membrane poreuse.

Dans ce probléme, n est un entier supérieur ou égale & 2.

On désigne par 4, la matrice carrée de 4, 1(R) définie par :

0 n 0 .o ... 0

1 0 n—-1 ... ... 0

0 2 0o . 0
A, =

0 1

0 n 0

Plus formellement, pour 1 < i< n+1let 1< j<n+1,leterme situé sur la
n—i+1 sij=i+1
ligne i et la colonne j de A, est ¢ i—1 sii=74+1 .
0 sinon
Enfin on pose A/, = %An et B, = AL ot AT désigne la matrice transposée de
A,.
Par commodité, on confondra matrice colonne & k lignes et vecteurs de R¥.

Partie 1 : matrice d’Ehrenfest.

8. Déterminer les éléments propres (valeurs propres et vecteurs propres) de la
matrice Bs.

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

-9-
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By = AT
0 2 o\"
—[1 0 1
02 0
010
— (2 0 2
010

* Premiére méthode : détermination du noyau.
Dire que \ € R est une valeur propre pour Bs et que X € R3\ {0} est un
vecteur propre associé a A si et seulement si ker(Al5 — Bg) # {0}.
Déterminons donc le noyau de A3 — Bs.
Pour cela nous allons échelonner en colonnes la matrice du haut en préfé-
rant des coefficients sans A\ sur la diagonale afin d’étre sur du rang de la
matrice.

[ A5 — B>
L I3
A -1 0 -1 0 A
-2 N =2 A =2 =2
0 -1 X . . -1 A 0
1 0 0 et en intervertissant les colonnes 0 0 1
0 1 0 1 0 0
| 0 0 1 0 1 0
-1 0 0
A =2 N2
. 1 A —-A
En faisant : O3 < \C; + C5 0 0 1
1 0 A
0 1 0
-1 0 0
A =2 0
_ - —1 A A2
En faisant : C5 < A — ”\iQQCz + C3 0 0 21
1 0 A
A2 —
0 1 5 2

Ainsi ker(A3 — B) # 0 si et seulement si )\% —A=0.

-10-
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Or
S B e A7)
2 2
RS
2
1 2
= AN -9

:%MA_m@+m

donc les valeurs propres de By sont 0, —2 et 2 et des vecteurs propres
1
correspondants sont A

A2—2
2

* Seconde méthode : en utilisant le polynome caractéristique (hors pro-
gramme en B/L).

X32 (X) = det (XIg — BQ)

X -1 0
=|-2 X -2
0 -1 X

D’aprés la régle de Sarrus :

= X(X —2)(X +2)

X B, est scindé simple sur R donc Bj est diagonalisable, Spgp(Bz) = {0; —2;2}
et les sous-espaces propres correspondants sont de dimension 1.
Déterminons un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.
x
. Dire que | y | # 0 est un vecteur propre associé & la valeur propre 0
z
équivaut successivement a :

-11-
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y =0
204+2z = 0
y = 0
Donc
1

0 | est un vecteur propre associé & la valeur propre 0.
-1

T

. Dire que | y | # 0 est un vecteur propre associé & la valeur propre 2
z
équivaut successivement a :

y = 2z
20422z = 2y
y = 2z
y = 2z
y =Y
y = 2z
Donc
1

2 | est un vecteur propre associé a la valeur propre 2.
1

T

. Dire que | y | # 0 est un vecteur propre associé & la valeur propre —2
z

équivaut successivement a :

x x
Baly)=-2vy
z z

y = —2

20+ 2z = -2y

y = —2z

-12-
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y = —2
y =y
y = —2z
Donc
1
—2 | est un vecteur propre associé & la valeur propre —2.
1
Quelle que soit la méthode retenue :
1
Ainsi Spg(B2) = {—2;0;2} et E_5 = Vect 211,
1
1 1
FEy = Vect 0 et Fy = Vect 2
-1 1
Et par conséquent B est diagonalisable.

. Déterminer BE pour p entier naturel.

Soit p € N.
1 1 1
* Notons %, = 21,10 |,]2 la base formée de vecteurs propres
1 -1 1
pour Bs.

La matrice représentative de X — By X dans %, est donc Dy = diag(—2,0,2).
La matrice de passage de %, vers la base canonique %, est clairement :

1 1 1
P=|-2 0 2

1 -1 1
Et donc : By = P_lDQP.

Puis
BY = (P7'D,P)"

=P 'DEP
= P~ *diag((—2)?,0,2?)P

-13-
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* Déterminons P! par la méthode de Gauss-Jordan.

1 1 1 100
2 0 2 01 0
1 -1 1 00 1
11 1 1 0 0
Ly = Ly + 2L, 0 2 4 2 1 0
Ly Ls = I 0 -2 0 10 1

1 1 1 1 0 0
0 0 4 1 1 1
Lo L1, 1 1 1 1 (1) 0
.o 1r 0 1 2 0 ? 0
3 als 1 1
: 001 i1 1
3 _1 _1
Ll < L1 — L3 (1) 1 8 i 04 7i
L2 “— L2 — 2L3 % 1 12
1 1
1 00 § 1 il
Ll — L1 — L2 01 0 ? 0 -3
1
0 0 1 i1 i
1 -1 1
Ainsi P71=112 0 -2
1 1 1
Finalement
Vp eN, BY =
1 -1 1 (=2)» 0 0 1 1 1
i 2 0 =2 0 0 O -2 0 2
1 1 1 0 0 2 1 -1 1

-14-
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10. En utilisant Bs, justifier que As est diagonalisable et donner ses éléments
propres.

Démontrons que As est diagonalisable.

P étant inversible PT ’est aussi et : (P_l)T = (PT)_l.

Ay = BY
— (P~'D,P)"
— P"DI (P)T
— P"D, (PT)”"

Donc

A est diagonalisable et Spg(As) = SPr(B2) = {—2;0;2}.

On va généraliser les résultats obtenus pour » = 2 en ce qui concerne les
éléments propres de B,,.

exp(r) + exp(—z) exp(z) — exp(~z)

et sh(z) =

on admet les résultats suivants, concernant les fonctions ch et sh :

Pour z réel on pose ch(z) =

e pour tout réel z, exp(z) = ch(x) + sh(x),
e pour tout réel z, ch?(z) —sh?(z) =1,
e les fonctions ch et sh sont dérivables sur R et ch’ = sh et sh’ = ch.

Pour p entier naturel avec 0 < p < n et x réel, on pose f,(z) = sh”(x)ch" P (z)
et on désigne par F), le sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel R® des applica-
tions de R dans lui-méme, engendré par la famille Z = (fo,f1,...,fn)-

Pour p entier relatif, on définit la fonction e, sur R par e,(z) = exp(pz).

11. Montrer que la famille % est une base de Fj,.
Par construction, % est une famille génératrice de F;,.
Démontrons que % est une famille libre de RE.

Notons Z(n) : « (fo,...,fn) est libre ».
Nous allons démontrer par récurrence sur n € N* que &?(n) est vraie.

-15-
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* Sin =1 alors fy = ch et f; =sh. Démontrons que (sh,ch) est une famille
libre.
Soient A et u des réels tels que : Ach + ush = 0.
Autrement dit : Vo € R, 1 (A + p)e” + $(A — p)e ™ = 0.
Nous en déduisons en passant & la limite lorsque x tend vers +oo que
nécessairement A+ p = 0. Puis en faisant tendre x vers —oo que A —pu = 0.
Finalement A = p = 0.

Autrement dit (fo,f1) est libre et £2(0) est vraie.

Soit n € N*. supposons #(n) est vraie et démontrons qu’alors Z(n + 1)
est vraie.

Soient (Mg, ..., Any1) € R*2 tels que
Xofo+ -+ Apt1farr =0.
Autrement dit :
Xoch™ ™! + Agsh-ch™ + -+ +sh™™! = 0.
En particulier nous en déduisons pour = = 0 que A\g = 0. Ainsi :
Aish-ch™ 4 -+« 4 X, sh™ T = 0.
En factorisant
sh (Arch” + Agsh - ch™ ™! + -+ + A,y 18h™) = 0.
Puisque sh ne s’annule qu’en 0 nous en déduisons que quelque soit x € R*,

Arch™ + Agsh - ch™ ! 4 -+ 4 X\, 1sh™ = 0.

Or, d’aprés notre hypothése de récurrence (fo,...,f,) est une famille libre,
donc, nécessairement A\ = --- = A\, 11 = 0.
Ainsi nous avons établi que (fo,...,fn+1) est une famille libre. Autrement

dit Z(n+ 1) est vraie.

Nous avons démontré par récurrence sur n € N* que (fo,... fn)
est une famille libre de RF.

Et puisque A est un famille libre et génératrice de F),

% est une base de F,.

-16-


http://unemainlavelautre.net/bce.html

BCE ESSEC 2017 BL

12. Soit k un entier vérifiant 0 < 2k < n.
(a) En remarquant que pour z réel,
2 2 k n—2k
exp((n — 2k)z) = (ch*(x) — sh*(x)) " (ch(x) + sh(x)) ,
montrer que e, _ox est dans F,.

Justifions I’égalité proposée.

Soit x € R.
Puisque ch? — sh? = 0,

exp ((n — 2k)x) = (Chz(l‘) - shQ(a:))k exp ((n — 2k)x)
= (ch?(z) — sh(x))" o202

Puisque exp = ch + sh

exp ((n — 2k)z) = (ch?(z) — sh®(z))" (ch(z) + sh(z))" 2"

Ainsi

quelque soit x € R

exp ((n —2k)z) = (ch2 (z) — shQ(T))k (ch(z) + sh(z))"F .

Montrons que e,, o est dans Fj,.

Il faut établir que e,,_o; est une combinaison linéaire d’ éléments de 4.

en_or = (ch(z) — sh*(z))" (ch(z) + sh(z))"

En utilisant la formule du binéme de Newton :

NG ' ; "2 ok .
En_ok = <Z (i)Cth(l)kiSh2(/€—l)> Z ( ] )Chjshn—Qk—]

i=0 =0

-17-
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En développant :

- (kN (n— 2k L ) )
en72k:Z (—1)k_‘<i)< j )Ch2l+JSh2(kl)+n2k3

i=0 j=0
n

k n—2k
-k — 2k L y
=3 (—1)’“(2,) (”j )ch2’+-7sh"_21_]
i=0 j=0
k

n—2k
(s
=0 j=0

Nous avons démontré que e, _o est dans ’espace vectoriel engendré par
%B. Autrement dit

€n—2k € Fn-

(b) Déterminer les coordonnées de e, et de e, o dans la base £.
Déterminons les coordonnées de e,, dans 4.

D’apreés la question précédente

k n—2k
€n—2k Z < )(n_2k>f27,+J

:o J

s
I

=)
Q.

I
3
o
VY
S 3
—
e

Le vecteur coordonnées en ligne de e,, dans Z est

(@) () () -

-18-
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Déterminons les coordonnées de e,,_o dans A.

D’apres la question précédente

1 n—2x1 /1 _9 1
n2= (1)11(2-) (n i ) >f2i+j
: 0

I

3
I |
< R
—

|

—_
N’
—

|
=
N
o =
\—/

=0
n—2 n—2

= —Z(n_.2>fj + Z(n_.2>f2+j
=\ J i=o N

Nous observons un télescopage des termes :

L /n—2 2 n—2
€p_o = Z( j >fj + Z ( j )f2+j

j=0 j=n—3

=—fo—(n=2)f2+(n—=2)fn_1+ fn

Le vecteur coordonnées en ligne de e, dans & est

(-1 =(n=2) 0 ... 0 (n—2) 1).

(c) Montrer que egk_p, est dans F,.
Justifions que : eop_p, € F,.

Soit z € R.

-10-
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eap—n(x) = exp ((2k — n)x)

= exp ((n — 2k)(—x))
= enp_ok(—1)
LS () o

Et puisque sh est impaire et que ch est paire :

t J

— lz: 2 (—1)FmiHitd (f) (n _j%) faiyj()

eorn(z) = i niZk(il)k—i (k) (n - 2k~> (—1)2H k20 ()™~ i) ()

€ok_n peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’élément de A
donc

€2k—n € Fn-

13. Pour j entier naturel avec 0 < j < n, exprimer la dérivée f; en fonction de
vecteurs de la famille (fo,f1,... fn)-

Soit j € [0,n].
Exprimons f;.

* Supposons 0 < j < n.

fj est un produit de puissances de fonctions sh et ch qui sont dérivables
sur R donc f; est dérivable sur R et I’énoncé nous donne les dérivées de sh
et ch donc

fj=(jch-sh’~1) - ch™ 7 +sh? - ((n — j)sh-ch" 77 )
= jshILeh™ U= 4 (n — j)shiTleh 0+

-20-
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* Sij=0alors f} = nsh-ch" ' =nf.

* Sij=mnalors f/ =nch-sh" ' =nf,_ ;.

Finalement

Jo = b, o= nfacs et £ = jfi1+ (0= )1 pour tout
je€ln—1].

Montrer que Papplication u,, : f + f’ réalise un endomorphisme de F, et
donner la matrice de u,, dans la base 4.

Montrons que u,, est un endomorphisme.

D’aprés la question précédente, u, est effectivement une application de F),
dans lui méme : tout élément de F;, est une combinaison linéaire de f; et les
dérivées des f; sont encore des combinaisons linéaire de f; donc des éléments
de F,.

u, est bien str linéaire puisque la dérivation est linéaire.

U, est un endomorphisme de Fj,.

Déterminons la matrice de u,, relativement a la base £.

D’aprés la question précédente, u,(fo) = nfi, un(fn) = nfn_1 et si j €
[1,n —1] alors un(f;) = jfj—1 + (0 — j) fi+1-
Par conséquent

matg(u,) = By.

Soit A un réel. Quelles sont les fonctions f dérivables sur R vérifiant f/ = \f?
(on pourra calculer la dérivée de x — exp(—Az)f(x) )

Déterminons les fonctions f dérivables telles que f’ = Af en raisonnant par
analyse-synthése.

* Supposons qu’il existe une fonction f dérivable telle que f/ = \f.
Notons h : x +— exp(—Ax) f(x).

h est dérivable (comme produit de fonctions dérivables) sur R et quelque
soit z € R
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h'(z) = —Aexp(=Az)f(x) + exp(—Az) f'(z)
= [-Af(@) + f'(z)] exp(=Az)
0

Par conséquent il existe un nombre réel p tel que h(z) = p pour tout « € R.
Autrement dit

exp(—Az) f(z) = p
D’ou :
f(2) = pexp(A)

* Soit v un nombre réel. Notons f(x) = pexp(Az) pour tout z € R.
Il est clair que f est dérivable sur R et pour tout z € R :

f'(z) = Apexp(Az)
= \f(z)

Nous avons démontré en raisonnant par analyse-synthése que
Pensemble des fonctions f dérivables telles que f' = \f est

{z — pexp(A\x)|pn € R} .

16. Montrer que les valeurs propres de u,, sont les entiers de ’ensemble

{tn, = (n—=2),..., £ (n—2p)}

ot p = | 5] (partie entiere de %) et qu'un vecteur associé a la valeur propre

e(n —2k) pour 0 < k <petee{—1;1} est Papplication e.(,_ap).

Démontrons qu’il s’agit effectivement des valeurs propres et de vecteurs propres
de wu,,.

D’apreés la question 12, e,,_9; et esp_,, sont dans Fj,.

D’apreés la question 15, e.(,_2x) est bien un vecteur propre de u, associé¢ a la
valeur propre e(n — 2k).
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11 est aisé de vérifier, en distinguant les cas n pair et n impair, qu’il y a donc
n + 1 valeurs propres distinctes. Nous les avons donc toutes trouvées.

Spr(un) = {xn, = (n—2),...,+ (n —2p)} et, pour k € [0,p],
€c(n—2k) €St un vecteur propre associé¢ a la valeur propre
e(n — 2k).

La matrice B,, est-elle diagonalisable 7

Puisque B,, = matg(u,), d’aprés la question précédente B, admet n + 1
valeurs propres distinctes donc

B,, est diagonalisable.

1 n n
Mont — (1
ontrer que 2n( (1) (2)

n . .
( ) 1) est I'unique matrice

n—1
ligne L = (El by ... €n+1) telle que :
n+1
=1 et LA, =1L
i=1

Démontrons 'existence et 'unicité en raisonnant par analyse-synthése.

* Supposons qu’il existe L telle que LAl = Let Y.  ¢; = 1.
De LA/ = L nous déduisons successivement

%LAH =L
LA, =nL
ATLT = L™
B, LT =nL"

Donc LT est un vecteur propre associé a la valeur propre n pour B, ou
bien le vecteur nul. Puisque Z?:o ¢; =1, L™ n’est pas nul.

Puisque B,, admet n + 1 valeurs propres distinctes, le sous-espace propre
associé a chaque valeur propre est de dimension 1. En particulier celui
associé a la valeur propre n est engendré par matg(e, ). Par conséquent il
existe un unique p € R* tel que LT = ymatg(e,,).
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Or, d’apreés la question 12 matg(e,)” = ((;) (7)) ... (7)) donc néces-
sairement : .
50
=0
De 7" ; () = 2" nous déduisons que p = .
Mo L= (() () - ()
* Réciproquement, notons L = 5= ((§) () ... (7)) nous vérifions im-
médiatement que LA), = Let " ¢; = 1.

Nous avons établi par analyse-synthése que L est bien 'unique
vecteur ligne vérifiant les deux conditions imposées.

Partie B : diffusion des particules.

Une boite contient n particules; cette boite est séparée en deux boites notées
C1 et Cy par une membrane poreuse. On modélise le passage des particules d’'une
boite & lautre de la facon suivante. A chaque instant entier, on choisit une des
n particules avec équiprobabilité et on la transfére dans l'autre boite. Les tirages
sont supposés indépendants.

coniPrOPabiy
o
S
9 J) 5 J
: 9
. .
2 S
Ci )

On admet qu’il existe un espace probabilisé & = (Q,«7 P) tel que pour tout p
de N, le nombre de particules dans la boite C; a l'instant p définit une variable
aléatoire X, sur &.

Si A est un événement élément de &7, si 0 < k < n et si P(X, = k) =0, on
pose par convention P(A/X, = k) = 0. Avec cette convention, on a la formule que
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I’on pourra admettre :

P(A) = iIF’(A/Xp = k)P(X, = k).
k=0

L’espérance d’une variable aléatoire discréte finie sera notée E(X).
On note enfin, pour p dans N, L, la matrice ligne :

L= (P(X,=0) P(X,=1) ... P(X,=n)).

19. Déterminer Ly, en fonction de L, en utilisant la matrice A}, et en déduire
L, en fonction de A/, p et Ly.

Déterminons /41 en fonction de L, en utilisant A),.
A chaque instant p une particule est déplacée d’un coté vers I’autre.

* Si a linstant p il n’y a aucune particule dans C; alors nécessairement
Xpt1=1letdonc P(Xp11 =1]X,=0)=1.

* Si & linstant p toutes les particules sont dans C; alors nécessairement

Xpr1=n—letdonc P(Xp11=n—-1]X,=n)=1.

* Sia linstant p il y a k € [1,n — 1] particules dans C, alors X, 11 €
{k—1,k+1}.
De plus comme le choix de la particule déplacée est fait avec équiprobabi-
lité :

k
PXpr1=k—-1]|X,=k) = .
(la particule quitte Cy) et

, — k
P(Xpi1=k+1]X,=k) ="

P(X, = k)

n

(la particule arrive dans C4)

Soit i € [[1,n — 1].

Un embranchement de ’arbre probabiliste représentant cette situation pour-
rait clarifier les choses.

D’apreés la formule des probabilités totales que nous fourni I’énoncé
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P(Xpi1=1)=» P(Xpp1=i|X,=kPX,=k)
k=0

Xp+1 et X, ne peuvent différer que de 1 exactement donc

P(Xpy1 =1i) = Z P(Xpr1 =i | Xp = k)P(X, = k)
ke{i—1,i+1}
=PX,11 =1 | X, =1—-1)P(X, =i—-1)+
P(Xpp1=1| X, =1+ 1)P(X, =i+1)
Puisque le choix de la particule & déplacer se fait de maniére équiprobable :
n—(i—1) 141

n

P(Xp41 =1) = P(Xp =i—1)+

P(X, =i+1)

En raisonnant de méme nous établissons

P(Xp1 = 0) = P(X,1 = 0| X, = DB(X, = 1)
= %]P’(Xp = 1)
et
P(Xpt1=n)=P(Xp11=n| X, =n—-1)P(X,=n—-1)
= %IP’(XP =n-—1)

Il est alors aisé de vérifier (par le calcul) que

LPA;’L — Lp+1 .

Déterminons L, en fonction de Aj,, p et Ly.

Nous remarquons que par une récurrence évidente (L, = L, 1 All = L, 2 A?? =
L, 3A = ... = LyAP) nos obtenons

L, = LoA.
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20. On suppose dans cette question que Xg suit une loi binomiale de paramétres
n et 3
Quelle la loi suivie par X, 7 Quelle est son espérance et sa variance ?
Déterminons la loi suivie par X,.

Puisque X suit une loi binomiale de paramétres n et %, quelque soit ¢ € [0,n]

==(1)6) (2)
e o= (1 (1) (5) - (,0) 1)

D’aprés la question 18 : Ly = LoA!,, et par conséquent, quelque soit p € N,
L, = Ly.
Nous en déduisons :

Vi € [0.n], P(X, = i) = Qi <TZL>

On revient au cas général.

21. Montrer que pour tout p entier naturel :
n—2
B() = (157 ) BOG) +1

et en déduire l'espérance de X, en fonction de n, p et E(X() (on pourra
étudier E(X,) — 5 ).

Démontrons ’égalité proposée.

n

p+1 Z]P p+1 —k

k=0
n—1
E(Xpt1) =P(Xpy1 =n)n+ Z P(Xp+1 =k)k
k=1

D’aprés la question 19

1
E(Xp1) = EP(XP =n—1)n+

i(Tl_(k_l)P( _k—1)+$P(X k:+1))k:

n
k=1
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E(Xpy1) = P(Xp =n—1)+
% Z 1)kP(X, =k — 1)+

Zk+1kP p=k+1)
k

En faisant le changement de variable i = k — 1 dans la premiére somme et
j =k + 1 dans la seconde

E(Xpy1) =P(Xp =n—1)+

S (= )i+ DR, = i)+
=0

L35G DR, = )
j=2

E(Xpi1) = P(X, =n— 1) + P(X, = 0) + 2(”71_ 1)IP’(Xp =1)
LS i+ DB, = )+
|
=~ i = DP(X, =)+
j=2
=D =Dy 1)+ (= D)X, = n)

E(Xp41) =P(X, =n—1)+P(X, =0) +

% 4_ [(n —@)(i + 1) +i(i — V)] P(X, = i)+
DO =D px, 2 1)+ (0 - DP(X, = n)
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E(X,41) =P(X, =n— 1)+ P(X, =0) +

% 2 [(n —2)i +n]P(X, = i)+
i—2
U (GRS S S TS A

E(Xpt1) =P(Xp =n—1)+P(X, =0) +

P(X, =19+
- Un(” ~ (X, —n—1) + (n— )P(X, = n)
E(Xpt1) =P(Xp,=n—-1)+P(X, =0)+ 2(nn— 1)IP’(Xp =1)
& - E(x,) " - 2 1p(x, = 1) — " - 2 (n— 1)P(X, = n—1)
! ; Q'r/IP)(Xp =n)+
1-P(X,=0)—P(X, =1) - P(X, =n—1) — P(X, = n)+
WP(XP =n—1)+ (n—1)P(X, =n)

Nous remarquons certains simplifications :

E(Xpt1) =P(X, =n— 1)+ P(X, =0) +

m 2 X ) =2, = 1) — )B(X, = 1)
n n

—(n—2)P(X, = n)+
1-P(X, = 0)—P(X, = 1)~ P(X, = n — 1)=P(X, = n)+

VOB, =0 1y~ 1R, =)

n
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Finalement

E(Xp41) = Z22E(X,) + 1.

n

Déterminons E(X,).
Soit p > 0.
n n-—2

n
E(Xp+1)_§: n E(Xp)+1-5

n—2

=BG -5)+ =5 +1- 3

=" (B - 5)

Ainsi (E(Xp) — %)pEN

et de raison “=2. Par conséquent :
n

est une suite géométrique de premier terme E(Xo) — 5

vp € N, E(X,) — g - (";2>p (E(XO) - ﬁ) .

Enfin

n

Vp e N, E(X,) = (=2)" (E(Xo) — 2) + 2.

22. Quelle est la limite de E(X,,) lorsque p tend vers +oo? Ce résultat vous
semble-t-il conforme & D’intuition ?

Déterminons la limite de E(X),).

n22donc0<"772<let

()
— 0.
n p—+00

Nous en déduisons, d’aprés la question précédente,

lim E(X,) = g

p—r+o00
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On s’attend effectivement & ce que, si 'expérience dure
indéfiniment, en moyenne, a chaque instant, il y ait autant de
particules dans les deux boites.

23. Une modélisation physique stipule que la pression P, dans la boite C; a
X
I'instant p est I’ordre de P, = E (—p>
n

On note ¢ la fréquence de transitions par seconde et on suppose que p = nt
(temps mis pour effectuer n transitions).

Exprimer la limite de P,; lorsque n temps +oco en fonction de ¢ et de Py
seulement. Ceci établit une loi de refroidissement due & Isaac Newton.

Exprimons la limite de P,,; lorsque n temps vers +oc.

D’aprés la question 21

D’aprés la question 21

P, =

D’ou

Déterminons la limite de cette derniére expression.

(457) e (1)
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Or en utiisant un développement de In

wli 2oz G 1
nIn - =n o 9 On—s+o00 2
2 1
=-2-— +On—>+oo ()
n n

(” - 2)m s exp(—2t)

n n—-+oo

donc

Nous en déduisons finalement

1 1
Pni — exp(—2t) <P0 - 2) + 5

n—-+oo

-32-


http://unemainlavelautre.net/bce.html

	BCE ESSEC 2017 épreuve à option BL.
	purpleExercice.
	purpleProblème.
	Partie 1: matrice d'Ehrenfest.
	Partie B: diffusion des particules.



