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Notations.

Dans tout le sujet, R désignera le corps des nombres réels et N 'ensemble des
entiers naturels. De plus n désignera un entier naturel strictement supérieur ¢ 1.

On considére un espace probabilisé (Q, A, P). Pour X une variable aléatoire
réelle définie sur Q, on note E(X) son espérance (lorsqu’elle existe) et V(X) sa
variance (lorsqu’elle existe).

On rappelle que, sous réserve d’existence, la covariance de deuz variables aléa-
toires X et Y définies sur Q0 est le nombre réel noté Cov(X,Y) et défini par

Cov(X,)Y)=E((X -E(X)) (Y -E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y).
En conséquence sous réserve de l'existence de V(X), V(Y) et V(X +Y) :

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y).

Objectifs du probléme.

Soit X une variable aléatoire définie sur 2. On se place dans le contexte ot la
loi de X n’est pas complétement spécifiée et ou cette loi dépend d’un paramétre 0
inconnu. Le but de l’estimation consiste a approcher la valeur de ce paramétre 6,
ou éventuellement la valeur de son image g(0) par une fonction réelle g.

La premieére partie revient sur quelques résultats au sujet des séries entiéres. La
deuzieme partie étudie les familles sommables. Dans les deux derniéres parties, on
se place dans le cas ot X est une variable aléatoire définie sur Q0 suivant une loi de
Poisson de paramétre 0 inconnu et on développe quelques outils pour I’estimation
de ce paramétre.

I Séries entiéres.

1. Les affirmation suivantes ont-elles vraies ou fausses ? On justifiera soigneuse-
ment les réponses.
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(a) Affirmation : « soient (ug)ren €t (v )ren deux suites de nombres réels
positifs, telles que la série de terme général v, converge et que pour tout
k € N, uy, < vg. Alors la série de terme général wu;, converge également ».

Démontrons ’affirmation.

N .
* (Un)pen € Ry done (Y _gur), oy est croissante.
* Puisque : Vk € N, u;, < v, en sommant :

n

Vn €N, iuks ka.

k=0 k=0

Or : (vn),en € RY, donc

n n ¢
VIEN, VneN, [>n= ) u, <y v+
k=0 k

Vi -
k=0 +1

=n

Puisque ., v, est croissante et convergente :

n +00
Vn eN, Zuk < ka.
k=0 k=0

* Aux deux points précédents nous avons établi que la suite (), _, us)
est croissante et majorée donc elle est convergente.

nz0

neN

L’affirmation est vraie.

(b) Affirmation : « soient (uy)ren €t (vg)ren deux suites de nombres réels,
telles que la série de terme général v, converge et que pour tout k € N,
uy < vy. Alors la série de terme général u;, converge également ».

Exhibons un contre-exemple.

v, =2"
Posons : Vn € N,
Uy = —N
On a bien
VneN, u, <v,,

et (v, )nen converge (vers 0) et pourtant (u,, ),en diverge vers —oo.

L’affirmation est fausse.
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Affirmation : « soit (uy)ren une suite de nombres réels tous non nuls.

On suppose que
Uk +1

=/,

ka+m|

avec £ < 1. Alors la série de terme général u;, converge absolument ».

Démontrons que ), |ug| converge.
Soit ¢ = 17”;

Uk+1
Uk

Puisque limy,_, ;00

IN eN, VkeN,kzN:’ 5:1 —l<q—t.

Donc :
Vk e N, kzN= |uk+1| < q|uk|

En itérant :
VEeN, k=N = |upn| < ¢ lux].

Par construction de ¢, I < ¢ < 1, donc la série géométrique |un| ) ,.n q*
converge. D’aprés la question I.1.(a) (quitte & changer 'indexation) nous
en déduisons par comparaison de séries positives, que ), |ug| est
convergente et donc que ), |ug| 'est aussi.

L’affirmation est vraie.

Affirmation : « soit (uy)ren une suite de fonctions réelles continues dé-
finies sur un méme intervalle I, telle que pour tout x € I, la suite
(up(z)) ey converge vers un réel U(x). La fonction U ainsi définie sur
I est continue ».

Exhibons un contre-exemple.
Soit
0;1 R
Vk €N, uk:{ ;11 - R

T =T

(up(x))ren est une suite de fonctions continues sur [0;1] qui converge

vers 1]
0Osixe|0;1
U(x) = { 1 sinon

z + U(z) n’est pas continue en 1.
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L’affirmation est fausse.

2. Question de cours. Soit (uy)reny une suite de nombres réels. On rappelle que
le rayon de convergence de la série entiére de terme général ukxk est défini

par

R =sup {:1; eER| (Iukxk|) est majorée} € R, U {+00}.

keN

(a) Soit z € R.

i

ii.

. s L k
Montrer que si || < R, alors la série de terme général ugz" converge
absolument.

Démontrons I"implication proposée.

Soit z tel que : |z| < R.
Par définition de la borne supérieure, il existe r € R tel que |z] <

k .
r< R et ( upT ) est majorée.
Ret (luer™|), ]

(|ukrk|)k€N est majorée donc
AM €R,, Yk eN, |ur’| < M.
Soit k € N.
k ky |T|F x|k
|ukm |=|ukr ||F| $M|F| .

k
f' converge. Donc par

Puisque |;' < 1 la série géométrique ), .,

comparaison de séries positives, ) ;.. |uiz"| converge.

. k
Si |z| < R alors ) ,.,urx" converge absolument.

. " . koo
Monter que si |z| > R, alors la série de terme général ugx" diverge.

Si || > R alors (|ugz”|)ren n'est pas majorée donc diverge.

Notamment (|upz"|)sen, et donc (upz")rey, ne tend pas vers 0.
D’ou

Y iso Uk diverge grossiérement.

4
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On considére alors la fonction S :] — R, R[— R définie par

+00
S(z) = Z upa”.
k=0

(b) Soit R' €]0, R[. Montrer que la série de terme général u,z" converge
uniformément sur [—R', R']. Que peut-on en déduire sur la régularité de
S7?

* Montrons la convergence uniforme.
e Puisque 0 < R' < R:VkeN, Yz e[-R,R', |ukxk| < |ukR'k|.
e D’apres L2.(a)d. : ), u,R"™ converge absolument.

k I 5l
Donc ), upz" converge normalement sur [-R, R ].
Donc

k . 4 I !
Y, ugz" converge uniformément sur [-R, R'].

Justifions que S est continue sur | — R, R[.

Yk upz” converge uniformément sur [-R', R'] et, pour tout k € N,
z - upz" est continue donc S est continue sur [-R', R'].
Enfin, ceci étant vrai pour tout R' €]0; R[, nous en déduisons que

S est continue sur | — R, R[.

(c) Montrer que le rayon de convergence de la série de terme général (k +
Dugsiz” est égal & R.

k - .
ZkeN(k+ 1)up1x” est une série entiere. Notons R, son rayon de conver-
gence.

* Soit x €] — Ry, Ryl[.
Démontrons que |z| < R.

Pour tout n € N* :

lunz”| < |nu,z"|

n—1|

< |nunxn_1| - Ry

-5-
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Puisque z €]- Ry, Ryl (|nunmn_1|)neN* est majorée et donc (|u,z"|),ent
I’est, aussi.

(Junz™|)pen+ est majorée donc (|u,z"|)pen lest aussi et par consé-
quent |z| < R.

Ceci étant vrai pour tout x €] — Ry, R4[, nous avons

R;<R.

* Si R =0 clairement : R < R;. Supposons R > 0 et soit x €] — R, R[.

Démontrons que |z| < Ry.

Soit p = MTJrR. On a donc 0 < |z]| < p < R puisque 0 < |z]| < R.
Soit n € N*.
n-1 n 1 x|n-l
e = Jung"| - 5 -5

Par comparaison de suite arithmétique et géométrique, et puisque

|z| 1 n—1

OS7<1zlimn_,+00;nm =0.

p

S -1
De plus (|u,p"|) est majorée donc (nu,z" " ),en+ converge vers 0.
) -1 Ny 1
Par conséquent (|nu,z" " |)nen+ est majorée. Nous en déduisons que
T < Rd'

Ceci étant vrai pour tout x €] — R, R[, nécessairement

R <Ry

Des deux points précédents nous déduisons :

Rsz.

(d) Montrer que S est indéfiniment dérivable sur ] — R, R[.

A . 4 y . (n) _ g +oo k
Démontrons palur récurrence sur n € N que Z(n) : « S =) 2 J v, 12
est de classe C” sur ] — R, R[. » est vraie.

* _Pourn €N, z - u,z" est de classe C' sur ] - R, R[,

oY nupa™ ™! converge localement uniformément sur ]~ R, R[ d’aprés
la question 2.(b),
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. Y50 Un0" converge,
donc ) ., u,z" converge localement uniformément sur ]— R, R[ vers
S qui est de classe C' et S'(z) = Y 0 (n+ 1uy,, 2" pour tout o €

] - R7 R[
* Soit k € N. Supposons que St = Z::OS T vklxl est de classe C' sur
] - R7 R[

En appliquant le méme raisonnement, qu’a l’initialisation on obtient
que S st de classe €' sur 1- R, R][.

3. Soit r un entier naturel non nul. Déterminer le rayon de convergence de la
r k

X .
—;—- Déterminer sa somme lorsque r = 1 et

série entiére de terme général 2

lorsque r = 2.

* Déterminons le rayon de convergence.

4. On note, pour tout entier N = 1, oy le nombre de partitions de I’ensemble
[1, N] et on convient que ag = 1

(a) Calculer aq, ay et as.
(b) Montrer que pour tout entier N = 0,

N
N
AN+l = Z ( k )ak-

k=0
(c) Montrer que, pour tout N = 0, ay < N

(d) En déduire que la série entiére de terme général converge pour

NT
N!
tout x réel tel que |x| < 1. On note f(x) sa somme.

(e) Montrer que f est dérivable sur ] — 1,1[ et que pour tout = €] — 1, 1],
I xT
fz) =e f(z).

En déduire que pour tout x €] —1,1[, f(x) = e

(f) En déduire que pour tout entier naturel N,

-7-
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IT Familles sommables.

Soit I ¢ N". Les éléments de I seront notés sous la forme i = (iy,i2,...,%,)-

Cas des familles sommables de réels positifs.

Soit u = (ui)gel
u est sommable lorsque la borne supérieure suivante est finie :

une famille de réels positifs ou nuls indexée par I. on dit que

sup{» , J CIet J finif < +0o.

ieJ
Dans ce cas, on note

Zuz-zsup Z, J C I et J fini

i€l i€J

Soit (u;),., et (v;),., deux familles de réels positifs et a,b deux réels positifs.

5. On suppose que pour tout i € I,

Montrer que si v est sommable, alors u est sommable.

6. On suppose que u et v sont sommables. Montrer que la famille au + bv définie
par
(au + bv); = au; + by,

est sommable et que

Z auz+bvz =a Z’ui + .
il

i€l

7. On considére (I ),en une famille de sous-ensembles de I tels que

> UkeN Iy = 1.
> Pour tout k,l € N, distincts, I, N I; =

-8
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Par convention, si I;, = @&, on pose

Zu3-=0.

i€l
On suppose que u est sommable.

(a) Montrer que la famille (ul ) est sommable pour tout k£ € N.

i€l

(b) Montrer que pour tout p € N,

k=0 \i€l, | el

(c) Montrer que la série de terme général Z u; converge. Sa somme est

i€l
+00

notée Z Z Uy

k=01i€l}

(d) Montrer que

+00
Z U; < Uy .
k=0i€l} i

I

I
m

8. Réciproquement, montrer que si la famille (Ui )Z est sommable pour tout

i€l
k € N et si la série de terme général Z u; converge, alors (“i ) 7 st som-

i

i€l
mable et
+00
Zui < Z Z U;
iel  k=0iel,

. Déduire des questions précédentes le résultat suivant, appelé théoréeme de
sommation par paquets :

(ui),c;, est sommable pour tout k € N et la série de terme général § ;o7 u;

converge si et seulement si (ui) o7 est sommable. De plus, dans ce cas,

i

Su=y Y u

i€l k=0i€ly,
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Cas des familles sommables de réels quelconques.
Soit u = (ui)iel
lorsque la famille de réels positifs ou nuls |u| = (|u£|)i€I est sommable.

Soit u = (ui)iez

une famille de réels indexée par I. On dit que u est sommable

une famille de réels indexée par I. Pour tout i € I, on pose
uz = max(u;,0) et w; =max(-u,;,0).

Ceci définit deus familles u* = (u;)iel etu = (u;)iel de réels positifs ou nuls.

10. Soit u = (uZ)ie[

est sommable si et seulement si les familles u* et u~ sont sommables.

une famille de réels indexée par I. Montrer que la famille u

Pour (ui) une famille sommable de réels, on définit alors sa somme par

i€l

Dou=| ) ul|=|) u

i€l i€l i€l

11. Soient u = (u;),_, et u = (v;),_, deux familles sommables de réels.

(a) Montrer que la famille u + v définie par

(u+v); =u; +v;

Z(ui+ v;) =

i€l

est sommable et
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