Agrégation interne 2019 premiére épreuve

Agrégation interne 2019 premiére épreuve.

Notations et rappels.
I Partie I. Spectre d’un graphe et nombre chromatique.
1. (a) * Déterminons rg(Gk, ,)-

Les vecteurs colonnes des colonnes 1 a a de la matrice sont égaux donc
liés deux & deux. De méme pour les colonnes de a + 1 & b.

De plus les vecteurs colonnes des colonnes a et a 4+ 1 sont clairement
libres. Ainsi :

rg(GKa.b) = 2.

Déterminons tr(Gg, ,)-

Les coefficients diagonaux étant tous nuls

tI‘(GK ) =0.

a,b

* Déterminons tr (G%a b).

Notons W,, ,,, (respectivement ¥, ,,,)la matrice n x m dont les coeffi-
cients sont tous des 1 (resp. des 0).

En travaillant par blocs nous avons
¥ Wab
G _ a,a a,
Ko (“‘b,a J"bb,)
En remarquant que W, ; x I, , = b, , nous obtenons
'S ¥
2 _ a,a a,b
Gl = (J"b,a H‘b,b) '

Par conséquent

tr(G%,,) =a+b.

(b) Déterminons le spectre de G, ,.
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* Comme le suggere ’énoncé étudions le cas de 0 comme valeur propre.
: _t
Soit X =Hx1,...,Za,Tat1, -+ Tath)-

$a+1+"'+xa+b:0

GKa’bX_O@{ 1+ ...2,=0

Autrement dit 0 est bien valeur propre pour G, , et de plus sa mul-

tiplicité géométrique (et aussi algébrique puis la matrice étant symé-

trique réelle, elle est diagonalisable) est deb—1+a—1=a+b— 2.
* Déterminons les autres valeurs de G, , par analyse-synthése.

Remarquons que la partie analyse peut étre faite au brouillon et ne

pas étre rédigée.

Soit (21, ... ,Tars) € R et X\ € R* tel que

Z1 Z1
GKa,b =A

La+b La+b

Donc
Tat1+ 0+ Tatp = AT1

xa+1+"'+ma+b:>\xa
T1t o+ Ta = Aot

Ti+ 4 Ta = Aaqp

On en déduit z1 = -+ =2, et 41 = -+ = Xqyyp PUis :

ar] = Agq1
bxa+1 = /\1‘1

Remarquons que si 21 = 0 ou z441 = 0 il en est de méme pour 'autre
puisque A # 0 donc nécessairement z; et x,41 sont non nuls. En
multipliant les inégalités : abrir, 1 = A\2217,41, puis en simplifiant :
A =evab avec e € {—1;1}.

Si par exemple 1 = Vb alors Tap1 = EV/a.

Réciproquement il est aisé de vérifier que {v/b, ... ,vb,\/a, ... \/a) est
un vecteur propre de Gk, , pour la valeur propre vab et qu’il en est

de méme pour {v/b,... Vb, —\/a, ..., —\/a) et—/ab.
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Les valeurs propres de G, , sont 0 avec une multiplicité de

a+b— 2, vab avec une multiplicité de 1 et —v/ab avec une
multiplicité de 1.

2. (a) Démontrons : Vx € R", (x|Mx) < Apax(M)(x]x).

Soit x € R".

(x|Mx) = xMx

M étant une matrice symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral, il
existe P € O(R) et D = diag(A1,...,\,) telles que M = "PDP.
Par conséquent

(x| Mx) = %'PDPx
= (Px)D(Px)

Y1
Notons Px = :
Yn
(x[Mx) = 3" A?
i=1

n

Amax(M) Y y?

i=1
max(M)t(Px)Px
o (M) %P Px

N

A
A

NN

Puisque P € O, (R) :

(x| Mx) max (M )xx

maX(M) (X‘X)

En procédant de méme pour la plus petite valeur propre nous obtien-
drions

NN

A
A

Vx € R™, Apin (M) (x]x) < (x| Mx) < Anax (M) (x]|x)
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(x| Mx)

(b) Démontrons que Apax (M) = maxycrn\ {0} o

* D’apreés la question précédente Apax(M) est un majorant de

{ (x| Mx)

(x[x)
(x|Mx) _

* De plus o Amax lOrsque x est un vecteur propre associé a la

]xER"\{O}}.

valeur propre Apax.

Amax(]\/[) = MaXxecRrn\{0} ()(()ch‘LDI:)() .

de méme

(x| Mx)
x|x)

)‘rnin(AI) - minxeRn\{O}

3. (a) Démontrons : Apax (M) < Apax(M).

, M 0\ (¥
(% 0)<0 0)(0) , / xMx
’ ’xER” c{ ’xeR”}
xx

)

donc
M0\ [xX
= oy 5)(0)
, 0 0 0
vx' € R™, o < sup ()((L']\i);)
(5 0)( O) xR\ (0}
! /
(tXI 0) M O X
0 0)\0) v
Or : ; = 57 donc
' 0) (%
= 03)
! A
VX’ER”,,)&X]\{/X < sup (X|MX).
x'x xeR™\{0} (x]x)
Enfin
(x'|Mx") (x| Mx)

sup ~———- < sup 2.
wern\foy (X[X) 7 xerm\{oy (%[%)

4
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Autrement dit

/\max (Af/) g )\max (]\/[) -

En procédant de méme nous établirions Apin (M) < Apin(M”). Comme
d’aprés la question 2.(a) Apin(M’) < Amax(M’) nous obtenons finale-
ment

Amin(ﬂf) g Amin(ﬂf,) < )\III‘ELX(]\/II) g Amax(A[)

Démontrons : ¥(x',x") € R xR™", (x'|Lx")? < (x'|M'x')- (x"|M"x").

Soient x € R™ et, comme 'indique ’énoncé, ¢t € R, x; = (tx',x").
En utilisant la décomposition par blocs proposée dans 1’énoncé :

ML !
t)(tMXt = (ttx’ tX”) (tL M”) (3,)

tM'x" + Lx"
ttLX/ _|_ M//X//

Donc

e M = (15 ) (
Enfin
b, Mx, = 2% M'x + t%'Lx" + t%"'Lx" + %" M"x"
Autrement dit, et puisque x’'Lx"” = %"!Lx’ (transposée d’un nombre),
(x| Mx;) = (xX'|M'x")t? + 2’| Lx" )t + (x| M%)

* Si (x| M'x") = 0 alors ¢t — (x;|Mx;) est une fonction affine qui ne
change pas de signe donc constante donc (x'|Lx”) = 0. L’inégalité
souhaitée et donc vérifiée.

* Supposons (x'|M'x") # 0.

Dans ce cas (x;/Mx;) est une fonction polynomiale de degré deux
qui ne change pas de signe donc nécessairement son discriminant est
négatif :

(x| Lx"))? — 4(x'|M'x) - (x""|M"x") < 0.

Ainsi dans tous les cas

V(X/,X//) e R x R"N, (X/|LX//)2 < (X/‘]W/X/) . (X”|]W”X”).

-5-
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(c)
(d) Démontrons : Amax (M) 4+ Amin (M) < Anax (M) + Amax (M),
Soit M € M,,(R).

Utilisons l'indication donné par I’énoncé.

Il est aisé de vérifié que si p est un réel alors x est un vecteur propre de
M symétrique pour la valeur propre A si et seulement si x est un vecteur
propre de M + ul,,, également symétrique, pour la valeur propre A + p.

Ainsi @ Sp(M + pl,) = { 4+ p | A € Sp(M)}. En particulier : Apax (M +
pln) = Amax (M) + p et Apin (M + pl) = Amin (M) + p.

Nous en déduisons en particulier que Sp (M — Apin(M)1,) C Ry. Au-
trement dit M — Apin (M), est une matrice symétrique positive.
Or, dans ce cas, d’aprés la question 3.(c)

/\max (M - Amm(]\4)ln) < )\max (M/ - Amin(M)In/)+>\max (MH - )\min(M)In“)
donc
Amax(M) - )\min(M) g Amax(M/) - Amin(M) + Amax(MU) - Amin(]\4)a

Ainsi nous avons établi

quelque soit M € M, (R),
Amax(]\/j) + )\min(A[) < /\max(Al/) + )\max(Al//>-

4. Démontrons par récurrence que : Yk = 2, Apax(M) + (B — DAnin(M) <
Amax(ﬂfl) + c + Amax(ﬁfk).

* Le cas k = 2 a été traité a la question précédente.

* Soit k > 2. Supposons que ’égalité est vraie pour k et démontrons qu’elle
alors encore vraie pour k + 1.

Notons
M1 * *
: U * Mig
* * Mk

D’apreés la question précédente

)\max(M) + )\min(M) < )\max(M) + AmaX(Z\fl’f-ﬁ—l)

-6-
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Donc, en utilisant l'inégalité de I’hypothése de récurrence appliquée a M
qui est une matrice avec k blocs diagonaux :

)\max(M) + )\min(M) < AmaX(Ml) +-- 4+ )\max(Mk) + (k - ]-))\rnm(M)
+ Amax(Mk-&-l)

Autrement dit
)\max(M) + k)\min(M) < )\max(Ml) + -+ )\maX(MkJrl)'

L’inégalité est donc vraie au rang k + 1.

Nous avons démontré par récurrence que
)\max(j\/[) + (k' - 1))\min(ﬁf) g
Alnax(kfl) + )\max(]V[Z) i Amax(Afk)

5. (a) Soit M la matrice d’adjacence de T'.
Démontrons que M admet une valeur propre strictement négative.

Puisque I' admet au moins une aréte, M n’est pas nulle donc son spectre
n’est pas réduit a 0. Soit Ay une valeur propre non nulle de M.

i. Si A\g < 0 la question résolue.

ii. Si Ao > 0 alors puisque tr(M) =3, cq,(a) A = 0, nécessairement il
existe u € SP(M) tel que u < 0.

Ainsi M admet une valeur propre strictement négative et par conséquent

Amin < 0.

(b)

IT Partie II. Nombre d’arbres couvrant un graphe.
6. Justifions que ~ est une relation d’équivalence.
~ est une relation binaire sur F.

* Puisque le cas £ = 0 d’un chemin réduit & un somme est autorisé ~ est
réflexive.

-7-
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* Sixg ~ x4 avec le chemin (zg,z1,...,2¢) alors x; ~ x puisque le chemin
(x¢y@o—1,...,xo) convient. Ainsi ~ est symétrique.

* Si xg ~ xp avec le chemin (xg,x1,...,20) et xp ~ xzp avec le chemin
(o, xps1, - .. xp) alors xg ~ xp) avec le chemin (zg,z1,...,2p0).

~ est une relation d’équivalence sur S.

. Démontrons 'existence d’une aréte reliant S’ a S”.

Soit 2’ € S et 2" € S”.

Puisque S est connexe il admet une unique composante connexe. Par consé-
quent 2’ ~ z’. Ainsi il existe un chemin ¢y = (2/,21,29,...,25-1,2"). Et en
notant ' = ¢ et '’ = x,, nous avons ¢y = (xg, ..., Ip)-

Construisons une suite de chemins par récurrence : c¢q est le chemin précédent
et pour tout i € N, ¢; 1 est le chemin obtenu de la fagon suivante : si le second
sommet de ¢; est dans S” alors ¢; 11 = ¢; sinon ¢;41 est le chemin obtenu en
otant le premier sommet du chemin ¢;.

La suite (#(c;))ien des cardinaux des chemins est une suite décroissante
d’entiers naturels donc elle est stationnaire a partir d’un certain rang.

De plus #(¢;) > 1 car z,, € S”. Soit ip le plus petit indice & partir duquel
(#(ci))ien est stationnaire. Alors z;, € S’ mais ;,4+1 € S”.

Il existe donc une aréte reliant un élément de S’ a une élément
de S”.

. Dessinons tous les arbres couvrants.

S ayant quatre sommets, B doit contenir 3 arétes choisies parmi celles dans
A. Comme de plus les arbres doivent étres connexes les arbres couvrants
possibles sont :

t v
s U
t

s u
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~
<

V)

LTINS

~

~

~~

~

~

M'com(M) = det(M).
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10.

~ o~

~— ~— —

o~ o~ o~ o~ o~

16.
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