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Agrégation interne 2018 deuxiéme épreuve.

Durée : 6 heures.
L’usage de tout ouvrage de référence et de tout matériel électronique (y compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans ce probléme, on s’intéresse & des propriétés utilisant la notion de distance
d’un point & une partie d’un ensemble.

Dans la partie I-A, on étudie des généralités sur cette notion dans le cas d’un
espace métrique et d’un espace affine euclidien.

Dans la partie I-B, on donne des exemples de calcul de distance dans ., (R).

Dans la partie II, on étudie les points d’une courbe situés & égale distance d’une
droite .
Cette partie II est indépendante de la partie I.

Dans la partie III, on étudie la notion de ligne médiatrice de deux fermés non
vides séparés par une droite .
Cette partie IIT est indépendante des partie I-B et II.

Dans la partie IV, on s’intéresse & 'asymptote de la ligne médiatrice des deux
compacts non vides séparés par une droite.

Préambule : notations et rappels.

> N désgne ’ensemble des entiers naturels et R le corps des nombres réels.

> M, (R) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille n > 1 a coefficients dans
R. On note I,, son élément unité et 0,, la matrice nulle.

> GL,(R) désigne ’ensemble des matrices inversibles de ., (R). Si A € GL,(R),
on note A~! son inverse.

> O,(R) désigne ’ensemble des matrices orthogonales de ., (R).

> Pour A € #,(R), det(A) et ‘A désignent respectivement le déterminant et la
transposée de A.

> Une matrice A € 4, (R) est dite symétrique si elle est égale a sa transposée.

On rappelle les définitions et propriétés suivantes :

> Soit E un espace métrique muni d’une distance d.
Pour x € E et A une partie non vide de F, on appelle distance de = & A, le réel
défini par :
d(z,A) = (111612 d(z,a).
Pour A une partie non vide de E, on définit application d4 : z — d(x,A) de E
dans R.
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> On se donne, dans R? muni de sa structure affine euclidienne usuelle, un point
F' et une droite A ne contenant pas F'. La parabole de foyer F' et de directrice
A est 'ensemble des points m de R? tels que : d(m,F) = da(m) (ou d désigne
la distance euclidienne de R?).

> Soit £ un espace métrique muni d’une distance d. soient f : £ — R une appli-
cation et k un réel strictement positif.

On dit que f est k-lipschitzienne si : V(z,y) € E?, |f(z) — f(y)| < kd(z,y).
On dit que f lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que f est k-lipschitzienne.

I Quelques propriétés de la distance a un fermé.
Partie A : généralités.

Soit E un espace métrique muni d’une distance d.

1. Soient A et B des parties non vides de E avec A C B.
Démontrer que : Vo € E, dp(x) < da(z).

Montrons : Vo € E, dp(z) < da(z).

Soit x € E.
Puisque A et B sont non vides, {d(z,a) | a € A} et {d(z,b) | b € B} sont des
parties non vides et minorées (par 0) de R qui admettent donc des bornes
inférieures.

De A C B nous déduisons
{d(z,a) | a € A} C {d(z,b) | b € B},

d’ou
Va € A, inf {d(x,b) | b€ B} <d(x,a),

et par conséquent
inf {d(z,b) | b € B} <inf{d(z.,a) | a € A}.

Nous avons donc démontré que

si A C B, alors

Vo € B, dp(x) < da(x).
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2. On considére A une partie non vide de E et on note A son adhérence.
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Démontrer que : Vo € F, da(z) =0 & x € A.

Démontrons que : Vo € E, da(zr) =0 & x € A.

Soit x € E.

Notons &, ’ensemble des voisinages de = pour la topologie induite par d et

B(x,r) la boule de centre z et de rayon r > 0.

Puisque A est non vide :

Ainsi

rEASVYV O, VNA#D
< Vr >0, Blay)NA#(D
S Vr>0,3a€ A, 0<d(ax) <r
< inf {d(a,z) |a € A} =0, car A # ()
< d(z,A) =0

Vo € E,da(x) =0z € A

3. On considére A une partie non vide de E.

(a)

Démontrer que, pour tout (z,y) € E2, on a : da(x) < d(x,y) + da(y).

Montrons : V(z,y) € E?, da(x) < d(x,y) + da(y).

Soit (z,y) € E.
Soit b € A.
Nous avons l'inégalité triangulaire

d(bx) < d(by) + d(y,x).
Or da(z) = inf {d(a,x) | a € A} < d(b,x) donc

Ainsi :

D’ow, A et donc {d(b,y) | b € A} étant non vides

da(x) — d(z,y) < inf{d(by) | b€ A},
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: da(z) < da(y) + d(z.y).

Nous avons démontré que

V(zy) € E?, da(z) < d(z,y) + da(y).

(b) En déduire que d4 est une application lipschitzienne de E dans R.
Démontrons que d 4 est lipschitzienne.

Par construction d4 est bien une application de F dans R.

Soit (z,y) € E2.

D’apreés la question précédente : da(x)—da(y) < d(x,y). De fagon symé-

trique nous obtiendrions : d4(y) — da(x) < d(z,y). Nous en déduisons :
da(z) —da(y)| <1-d(z,y).

Finalement

da est une application 1-lipschitzienne de E dans R.

4. On considére A une partie non vide de E et on note A son adhérence.
Démontrer que : dg = dy.

Démontrons d = d4 en établissant les deux inégalités.

* A C A donc, d’aprés la question IA1, dy < da.
* Soient € F et b€ A.
D’aprés la question IA3a :

dA(CU) < dA(b) + d(z,b).
Or, puisque b € A,d’aprés 1A2, d(b) = 0, donc
Vb A da(z) < d(z,b).

D’ou, A, Aet {d(z,b|be A} étant non vide :

Ainsi : da < dy.

4
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Nous avons établi

ds = doy.

(a) Soient A et B deux parties fermées non vides de E. Démontrer que :
dy=dp & A=B.

Démontrons par double implication que : dy = dp < A = B.
* Trivialement si A = B alors d4 = dp.

* Démontrons : dy = dg = A = B.
Autrement dit il s’agit d’établir que :

Vz € E, da(z) =dp(z)] = A= B.
Pour cela nous allons établir sa contraposée, a savoir

A# B=[Fze€FE, ds(x) # dp(x).]

Supposons donc A # B.
Autrement dit : Jzy € B, x¢ ¢ A.

e Puisque zg € B, évidemment dp(zg) = 0.

o A étant un fermé A = A dong, d’apres la question A2, comme A
est non vide et que zp ¢ A nécessairement d4(xg) > 0.

Ainsi dA(xo) 75 dB(.I‘()).

Nous avons donc établi que d4 = dp = A = B.

Ainsi : dy =dp & A= B;

(b) En déduire alors une condition nécessaire et suffisante trés simple sur
des parties non vides A et B de E pour avoir la relation dy = dp.

Nous déduisons de la question précédente que si A et B sont des parties
non vides de E alors

dAZdB<:>Z=§.
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6. On suppose que A est un compact non vide de E.

Montrer que, pour tout élément x de E, il existe a € A tel que : da(z) =
d(z,a).

Montrons : Vz € E, Ja € A, da(z) = d(x,a).

Soit x € E.
EFE — R L . . . .
digy { b d(zb) est une application continue puisque lipschitzienne

d’apreés la question TA3b.
Or une fonction numérique continue sur un compact est bornée et atteint ses
bornes donc il existe a € A tel que

dizy(a) = inf{d(z,b) | b€ A}.

Autrement dit

il existe a € A

7. On suppose que FE est un espace affine euclidien et que d est la distance
euclidienne associée.
On considére A une partie fermée non vide de E

Montrer que, pour tout point m de E, il existe a € A tel que : da(m) =
d(a,m).

E étant un espace affine euclidien il est homéomorphe a R™ muni de la to-
pologie usuelle pour un certain n € N. Nous pouvons donc raisonner dans ce
dernier espace.

Soit A une partie fermée non vide de R™.

Démontrons : Vm € R, Ja € A, d(a,m) = da(m).

Soit m € R™ et ¢ > 0.

Par construction de la borne inférieure, et en notant By les boules fermées,
A" = AN Bg(m,da(m) + €) est non vide.

Ainsi A’ est une partie non vide fermée et bornée de R™, donc, d’aprés le
théoréme de Borel-Lebesgue, A’ est une partie compacte.

D’aprés la question précédente il existe donc a € A’ tel que da/(m) = d(a,m).
D’apreés la question 1, et puisque A’ C A, da/(m) < da(m). Ainsi : d(a,m) <
da(m) et par conséquent, d4(m) étant une borne inférieure,

il existe a € A tel que da(m) = d(a,m).

-6-
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8. On se place dans £ = R muni de sa distance usuelle et on considére une
partie non vide A de R.

On suppose que, pour tout réel z, il existe un unique élément a € A tel que :
da(z) = d(z,a) = |z — al.

(a) Démontrer que A est un fermé.

Démontrons que A° est un ouvert. Si A = R le résultat est évident sinon
il suffit de démontrer que A€ est un voisinage de chacun de ses points.
Puisque R est un espace métrique et que les boules ouvertes forment une
base topologique, il suffit de montrer que chaque point de A€ appartient
a une une boule ouverte incluse dans A°.

Démontrons : Vo € A¢, 3e € RT, B(x,e) C A

Soit x € A°.

Par hypotheése il existe a, € A tel que da(x) = d(az,x).

Puisque d(a,,r) est un minimum nécessairement B (z,d(a,,x)) N A = (.
Par conséquent B (z,d(a,,x)) C A°.

Nous pouvons donc conclure

A est un fermé.

(b) Démontrer que A est un intervalle.

9. On se place dans F = R™ avec n > 1, muni de sa structure affine euclidienne
usuelle. On note d la distance euclidienne associée.
On considére H un hyperplan de R™ dont une équation cartésienne est :

a1 + -+ + apx, + b =0, ot (a1,...,a,) est un élément non nul de R” et
beR.
Etablir pour tout = = (x1,...,2,) € R™, la relation :
a1T1 + -+ apw
dp(a) = A F dnn]
ai + -+ a%
Notons Z le projeté orthogonal de z sur H et é(ay,...,a,) un vecteur (non

nul par hypothése) normal & H.
Par conséquent

=

= -
Tx = edy(x) =€,

. = o R .
avec ¢ = +1 suivant que Zz et € sont de méme sens ou de sens contraire.

o

-7-
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D’ou
- 1
EXX -

Ce qui équivaut a

”6?” (ar1(ryr —Z1) + -+ an(vn — Tn)) = du(z)

Et puisque = € H, a121 + - -+ + T, = —b donc :

|H‘ layzy + -+ anay, + b = dp(z)

‘afll'l + -+ a7),17n,|

g () = 1471 (
a% T+t afl

Partie B : quelques exemples dans .#,(R).

Soit un entier n > 2. Soit £ = R"™ muni de sa structure euclidienne usuelle dont
la norme est notée || - ||.

Pour une matrice M € ., (R) dont u est ’endomorphisme de R™ canonique-
ment associé, on pose :

[ull = sup  Jlu(z)| et [[M] = ul.
e B |z|=1

On rappelle que I’on définit ainsi une norme d’algébre sur .#,(R) (notée éga-
lement || - ||), c’est-a-dire une norme vérifiant :
@) L]l =1;
(ii) V(A.B) € 4, (R)?, |AB| < [|A]]|B].-
En particulier, on a : Vk € N, VA € .4, (R), || A¥|| < ||A|*.

Sur ., (R), on considére la distance d associée a la norme d’algebre || - || (i.e.
V(M.N) € #n(R)?, d(M.N) = | M — NJ)).

10. (a) Soit w un endomorphisme symétrique de R™ & valeurs propres positives
ou nulles.
Démontrer a ’aide d’une réduction dans une base orthonormale que ||ul|
est le maximum de ses valeurs propres.

-8
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Démontrons : ||u| = max{\ € R | A € SPg(u)}.

Puisque u est un endomorphisme symétrique d’un R-espace vectoriel de
dimension finie, il existe une base orthonormale (X1,...,X,,) de E telle
que pour tout i € [1,n], IN; € R, u(X;) = N\ X;.

Les \; sont donc des valeurs propres de u et sont donc, par hypothése,
positives.

Soit ¢ € [1,n] l'indice du maximum des A;.

Xl =1et
[u(Xg)[l = A Xqll
= Mgl Xqll
Et donc :
Ag = [[u(Xy)]|
< lull

* Soit X € E tel que || X = 1. Notons : X =21 X1 + -+ + 2, X,

(Ol = | D zidiXi
i=1
Puisque (X1, ...,X,,) est orthonormale :
[u(X)]| =
<
Et puisque || X|| = />, 27 =
[u(X)[ < Aq

Ainsi - VX € B, (JIX] = 1) = (Ju(X)] < Ay)-
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Nous avons donc démontré que ||[u|| est le maximum des
valeurs propres de u.

(b) En déduire que si A est symétrique avec des valeurs propres positives
ou nulles, alors ||A]| est le maximum de ses valeurs propres.

Démontrons que ||A|| est le maximum de ses valeurs propres.

D’apres I’énoncé ||Al| = ||u||. Done, d’apreés la question précédente || A|| =
max Sg(u). Comme de plus A est la matrice représentative de u dans la
base canonique de F, Spg(u) = Spg(A).

Finalement

| A]] = max Spg (A).

11. On se donne une matrice M € GL,(R).

(a) Démontrer l'existence d’une matrice symétrique C' € #,(R), a valeurs
propres strictement positives telle que C? = ‘M M.
‘MM € S,(R) donc il existe P € O,(R) et D € D,(R) telles que
‘PIMMP = D.

* MM e SF(R).
En effet, si X € R™, alors

X'MMX = (MX)(MX)
Nous reconnaissons le produit scalaire canonique, et donc :
IXTMMX >0

Autrement dit "M M est positive.
* Les valeurs propres de ‘MM sont positives.

En effet, si A € Spr(*M M) et si X est un vecteur propre associé a la
valeur propre A (donc non nul) alors

XIMMX ='X("MMX)
=X (AX)

= \NXX

-10-
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D’ou

_IXIMMX

A XX

Or ‘M M est positive donc :
A>0

Du point précédent nous déduisons que les termes diagonaux de D
sont positifs.

* Comme de plus ‘"M M € GL,(R) nécessairement 0 ¢ SPgr (‘M M).

* Notons D = diag(A1,...,A\,) et C' = diag(v/A1, ... ,v/A,). Ainsi 72 =
D.

* Notons C' = PC"tP.

C? = pC''PPC''P
Puisque P € O,(R) P'P = I,.

C? = pc”'p
= PD'P
='MM

Si C' = PC"'P alors on a bien : C% = 'M M, et
Spr(C’) C RL.

(b) En déduire l'existence de U € O,,(R) telle que M = UC.

On admettra 'unicité de la matrice C' obtenue précédemment et donc du
couple (U,C) dans la décomposition M = UC, appelée décomposition
polaire de M.

D’apreés la question précédente :

12. On considére # = {M € #,(R);det(M) =1}, le groupe spécial linéaire
d’ordre n.

(a) Démontrer que % est fermé.

-11-
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(b) Cet ensemble est-il compact ?

13. En utilisant la notion de décomposition polaire vue précédemment, démontrer
la relation : d(0,,.#) = 1.

14. Déterminer avec I’ensemble de s matrice de .% en lesquelles cette distance est
atteinte.

15. (a) On se donne A € #,(R) telle que ||A| < 1. Démontrer que la série
sumpenAP converge absolument et que ’on a la relation :

—+o0

> AP = (I, - A7

p=0

(b) Soit T' € GL,(R). A I'aide de la question précédente, montrer que :

VM e #,R), |T — M| < = M € GL,(R).

1
171

16. Onpose . = {M € #,(R);det(M) = 0}, 'ensemble des matrices singuliéres
de 4, (R) et on considére T' € GL, (R). Etablir la relation :

1

Indication : on pourra utiliser la décomposition polaire.

IT Points d’une courbe a égale distance d’une droite.

On se place dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle et on note d la
distance euclidienne associée.

2z

On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = 5.

17. (a) Etudier avec soin les variations de f sur R et montrer que f admet un
maximum atteint en un point « €]1,2].

(b) Représenter graphiquement, sur la copie, la fonction f (allure de la
courbe demandée).

On notera T le graphe de f dans le repére affine usuel de R2.

-12-


http://unemainlavelautre.net/agregation_interne.html

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.
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On suppose disposer d’un programme expo tel que si z est un nombre réel,
expo(x) calcul e”.

Ecrire une procédure en francais alpha telle que si epsilon est un nombre
réel de ]0,1[, Vinstruction alpha(epsilon) donne une valeur approchée de «
a epsilon pres.

Démontrer que f est intégrable sur [0, + ool.
On considére la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [0, + oo par :

Vn eN, f :x— (=1)"2ze” ()T,

+oo
Démontrer la relation : Z fn = f sur [0, + oo[.
n=1
o0 2
2. 71- 2
On admet le résultat : Z — = —. Démontrer alors que I'on a :
—n 6

+oo ’/T2

On note A ’axe des abscisses du repére affine usuel de R2.

(a) On considére deux points M7 et My de ', d’abscisses réelles respectives
x1 et To.
Montrer que d(M;,A) = d(Ma,A) si et seulement si |f(z1) = f(z2)]-

(b) Soit M un point de T, d’abscisse x €]0,«]. Montrer que, sur T, il existe
un unique point N d’abscisse y € [a, + oo], tel que d(M,A) = d(N,A).

A tout réel 2 €]0,a], on associe ainsi un réel y = ¢(z) € [a, + oof de telle
sorte que ¢ réalise une application de ]0,a] dans [, + oo].
En particulier, pour tout z €]0,a], on a : p(x) > a et f(x) = f (¢(x)).

On note f1 et f les restrictions de f sur respectivement ]0,a] et [, + oof.

(a) Montrer que ces fonctions sont strictement monotones et donner une
expression de ¢ en fonction de f; et fs.

(b) En déduire la continuité de ¢, son sens de variation et sa limite en 0.

Déterminer un équivalent de varph: a l'origine.
Démontrer que ¢ est de classe C* sur |0,a].

Démontrer que ¢ est dérivable & gauche au point «.

-13-
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III Courbe médiatrice de deux fermés dans R2.

Soit le plan & = R? muni de sa structure affine euclidienne usuelle et de son
repére canonique Z.
On note d la distance euclidienne usuelle sur & et on pose :

P ={(zy) € Zy>0} et P ={(xy) € P;y<0}.

Jusqu’a la fin du probléme, A et B désignent deux fermés non vides tels que
ACc Pt et BC 2.
On appelle courbe médiatrice de A et B 'ensemble:T'y g = {m € Z;da(m) = dg(m)}

Par exemple, si A = {a} et B = {b} ot a € Pt et b € & =", la courbe
meédiatrice I' 4 p est la médiatrice du segment [a,b].

On se propose de montrer que I'4 p est le graphe dans % d’une fonction ¢4 p :
R — R et d’étudier quelques-unes de ses propriétés.

Dans la suite, il est vivement recommandé de s’aider de figures pour mener les
raisonnements.

27. Déterminer la courbe médiatrice de A et B dans les cas particuliers suivants :

(a) A est réduit & un point et B est une droite horizontale.
(b) A= {(071)} et B = {(_L - 1)7(1> - 1)}

28. On se propose d’établir I’existence de w4 g : R — R telle que son graphe
dans Z soit I' 4 .
Si K est une partie non vide de & et si (z,y) € &2, on notera dg (x,y) le réel

d((z,))-

On considére un réel x( et on définit sur R la fonction :

q)xot — dA(fE(),t) — dB(CE(),t).

(a) Soit a un point de A. Montrer que, pour tout ¢ > 0 :

D, (t) < d(a,(xo,t)) —t.

(b) Montrer l'existence des réels A > 0 et u tels que :

A+
d((xo,t),a)) +t

et en déduire P'existence de tg > 0 tel que Phiy,(to) < 0.

vt inR, d((xo,t),a) —t = —

-14-
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(c) En adaptant le raisonnement qui précéde, montrer que ®( peut prendre
également des valeurs strictement positives dans R.

(d) Montrer qu’il existe yo € R tel que : ®,,(yo) = 0.

Soit myg le point de cordonnées (xg,yo) et b un point de B réalisant la distance
de mg & B, c’est-a-dire vérifiant : b € B et dg(mg) = d(mqg,b).

(e) Soit y < yo et m le point de coordonnées (xq,y).
Démontrer que : Va € A, d(m,a) > d(m,b)
puis que : &, (y) > 0.

(f) En déduire 'existence de l'application ¢4 p annoncée.

29. On considére une suite réelle bornée (u,)nen et un réel o. On suppose que o
est 'unique valeur d’adhérence de la suite (uy,)pen. Démontrer que (uy, )nen
converge vers o.

30. On se propose d’établir la continuité de ¢4 g sur R.

(a) Montrer I’existence de deux polynomes de degré deux, P; et P tels que
P <pap <P

Soit x € R. On se propose d’établir la continuité de ¢4 g en ce point x.

(b) On considére une suite de réels (z,)nen telle que : lirf Ty, = T et on
n—-+oo

introduit la suite y,)nen telle que : Vn € N, y, = a4 5(z,). Montrer
que la suite (y,)nen est bornée.
(c) Démontrer que la suite (y,)nen admet une unique valeur d’adhérence.

(d) En déduire que ¢4, p est continue au point x puis que ¢4 p est continue
sur R.

31. Montrer & I'aide d’un exemple que la fonction ¢4 g n’est pas toujours lip-
schitzienne sur R.

Soit I = [@,f], ot a < B. On se propose d’établir, jusqu’a la fin de la parti ITI,
que p 47p est lipschitzienne sur 1.

32. On note I" le graphe de la restriction & I de ¢4 5 dans le repére Z.
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(a) Montrer que I'" est un compact de R2.
(b) Démontrer I’existence d’un réel Ry > 0 tel que : Ym € IV, da(m) < Rp.

(c) En déduire l'existence d’un réel R > 0, tel que tout disque fermé de
rayon Ry, centré sur un point du compact I, soit contenu dans B(0,R) =
{CeR% ¢ < R}

33. On pose K4 = AN B(0,R) et Ky = BN B(0,R).
Montrer que ces parties sont des compacts non vides de R? vérifiant K4 C
Pt et Kp C P~ et que:

Vo €1, oaB(T) = 0ra ks (T).

34. Soit J un intervalle compact de R.
Soit ¥ : J — R une fonction et ' son graphe dans le repére canonique Z.
Pour 0 € R, on désigne par %y 'image de Z par la rotation d’angle 6 et de
centre O, origine du repére Z.
On suppose qu'il existe p > 0 tel que, V8 €] —p,p], T est encore, dans le repére
Py, le graphe d’une fonction.

Démontrer que ¢ est lipschitzienne.

35. En déduire que p4,p est lipschitzienne sur I.

IV Existence d’asymptotes lorsque A et B sont compacts.

On reprend les notations et définitions de la partie III et on considére deux
fermés non vides A et B tels que A C 2T et B C P~

Pour (a,b) € 21 x P, on note Qa1 Ya,B et wap les fonctions vy 15}, ©{a},B
et YA (b)-

36. Dans cette question, on étudie la courbe médiatrice I'y 5 de A et B dans le
cas particulier suivant : A = {a} ol @ est un point fixe de 'axe x = 0 et B est
un rectangle plein du demi-plan z < 0, dont 'un des coté est contenu dans
laxe x = 0. (voir figure 1)

(a) Démontrer que I'4 p est au-dessus de la droite contenant le coté hori-
zontal le plus haut de B.

(b) En déduire que I'4 p est la réunion de demi-droite et d’une courbe que
I’on précisera.
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(¢) La fonction @4 p est-elle dérivable sur R?

A={a}

Figure 1

On revient au cas général.

1. Démontrer & l'aide de la question
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