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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-aprés les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques
figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.
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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et
tous appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les
documents, sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur impor-
tant d’appréciation des copies. Il est possible d’utiliser les résultats énoﬁcés
dans les questions ou parties précédentes, en veillant toutefois a préciser la

référence du résultat utilisé.

L’épreuve comporte deux parties :

— Une premiére partie, composée d’exercices. Les candidats sont invités a consacrer
au moins un tiers du temps de 1’épreuve a cette partie en cherchant a traiter les
quatre exercices numérotés 1, 2, 3, 4.

— Un probléme a traiter au choix parmi deux proposés : le Probleme 1, plutot

4 orienté « Analyse et Probabilités » ou bien le Probléeme 2, plutot orienté « Mathé-
matiques Générales ». Le candidat devra indiquer clairement sur sa copie
le probléme qu’il choisit. Seul ce choix sera pris en compte dans 1’éva-

luation. Au moins la moitié du temps de I’épreuve devrait étre consacré a 'un de

ces problemes.

Dans tout le sujet N* désigne I’ensemble des entiers naturels strictement positifs.

Exercices

Exercice 1

Pour une suite de complexes a = (an )nen, On pose one L
A(a) = {r = 0 tel que (|an|r™)nen est majorée},

) .

B(a) = {7‘ = 0 tel que nl_l,r_f_loo anr™ = 0}

iJ/ 0
Cla) = {7“ = 0 tel que Z anr” est convergente}'.

- n=0

1. Justifier les inclusions C'(a) < B(a) < A(a). Montrer que ces inclusions peuvent étre strictes.

2. Montrer que, dans R = R U {—o0, +0}, on a sup A(a) = sup B(a) = sup C(a);
‘A‘o .
On rappelle que le rayon de convergence d’une série entiere Z anz" correspond a la borne

n=0
supérieure de I’ensemble A(a) dans R.
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. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

o L4 o - <
L 2 ) 3 _1\n AT
a) Z 2™ (avec i© = —1), b) Z A P c) Z cos(2™)2™.
el ) n=0 n=0
0 0]
On suppose que la série entiere Z a,z" a un rayon de convergence R €0, +oo[. Montrer que
n=0
lo'e)
e 25 an 5 . .
la série entiere Z — 2" a un rayon de convergence infini.
= nl
N @
. s [N n .
. Si la série entiere Z —‘z" a un rayon de 2, que peut-on dire du rayon de convergence de
=4
Q0
Z anz" 7 Donner un tel exemple de série entiere.
n=0

Exercice 2

Soit (n,p) € N* x N*. On désigne par MM, ,(R) espace vectoriel des matrices a n ligne(s) et p
7p

colonne(s) a coefficients réels. On note AT la transposée de la matrice A. Enfin, pour M e Prn(R),

Tr(M) désigne la trace de la matrice M.
9 Mabs o

1.
2

Soit (R, S) € My p(R) x My, »(R), montrer que Tr(RS) = Tr(SR).

Montrer que I'on définit un produit scalaire sur 9, ,(R) en posant
Y(A, B) € My, »(R)?, (A|B) = Tr(A"B).

On notera dans la suite |.| la norme associée a ce produit scalaire : |Al| = 4/(A |A).
Soit A € My, ,(R), montrer que f4 : M — AMTA est un endomorphisme de M, ,(R), et qu’il

est auto-adjoint.
On pose
R(fa) = {{fa(M) M), M e My, ,(R), M| =1}

Justifier que a = inf R(f4) et b = sup R(f4) sont des éléments de R. Montrer que a correspond

a la plus petite valeur propre de f4 et que b correspond a la plus grande valeur propre de f4.

. Montrer que R(fa) = [inf R(fa),supR(fa)].




Exercice 3 .
Dans tout lexercice X et Y désignent deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N et

indépendantes.

+00
1. Montrer que P(X =Y) = > P(X =k) x P(Y =k). L//
k=0

On suppose & partir de maintenant que X suit une loi de POISSON de parametre A > 0 et qu’il
existe p €]0, 1] tel que, pour tout k € N, P (¥ =k}=p={l— p)k. On considére la matrice

X X
A= +Yy
0 v

2; Calculer la probabilité que A me soit pas inversible. ~

aléatoire

3. Préciser la loi de la variable aléatoire rg (A) (qui donne le rang de la matrice A) ainsi que

son espérance.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,b et ¢ pour qu'une matrice de Mo(R), de

la forme <g z> soit diagonalisable.
5. Calculer la probabilité que A soit diagonalisable.

Exercice 4
On définit Z[i] = {a +ib; (a,b) € Z*}. On admet que c’est un sous-anneau de C.

1. Montrer que Z = {(1 4 3i) x z; 2 € Z[i]} est un idéal de Z[i].

On définit sur Z[i] la relation R par : V(z,2") € Z[i]?, 2R2 si (z — 2') e I.

o

Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z[4]. \/

Pour z € Z[i] on va noter C¢(z) la classe de z pour la relation R, et Z1i] /I I’ensemble des

classes d’équivalence de cette relation.

3. Montrer que 1’'on définit bien une addition sur Z]i] /T en posant C(z +2") = Cl(z) + ce(7),
et une multiplication en posant C¢(z x z') = Cl(z) x CE(Z').

On admet pour la suite que 'on a une structure d’anneau sur Z[i] / -

4. Montrer que Z/IOZ est isomorphe a Z[1] /I' [Indication : on pourra montrer que iR3.]

5. Résoudre 'équation X? + 5 = 0 d’inconnue X dans Z[1) /I‘
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Probléeme d’analyse et probabilités

Notations et motivation

Dans tout le probleme, on utilisera les notations suivantes :
— 1p est la fonction caractéristique d’une partie B de |0, +oo],
— L'(]0, +[) est I'ensemble des fonctions Lebesgue-intégrables sur |0, +a0],

— Lj,.(J0, +0[) est ensemble des fonctions localement Lebesgue-intégrables sur 10, +0[, c’est-

a-dire intégrables sur tout compact de |0, +o0].

On s’intéresse au probleme différentiel suivant
¢'(z) +ap(z) = abp(bz), x>0 (1)

ou a et b sont des constantes réelles, b étant strictement positif. On cherche des solutions satisfaisant

a la condition suivante :
peLl(0+w), | p=1 (2)
10,4o0[

L’objectif de ce probléme est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme. Sia > 0 et b > 1, il existe une et une seule solution ¢ au probléme (1)-(2). Cette
solution appartient a C*([0,4+w]) et est a valeurs positives. '

Pour justifier a ce résultat, on étudiera au préalable la fonction I' d’EULER, puis on définira et on
analysera la transformée suivante, dite de MELLIN : pour une fonction ¢ localement intégrable sur

10, +0] et & valeurs dans R, on pose

p:2zeC— * Lp(z) dz. (M)
]0,4-00]

1 Premieéres propriétés de la solution

Dans cette section, on suppose qu’il existe p solution du probléeme (1)-(2).

L. Justifier le fait que ¢ est une fonction continue sur ]0, +oo[.
2. Montrer que ¢ est de classe C* sur |0, +00|.

3. Montrer que, nécessairement,

lim o(z) = lim ¢(z) =0. (3)

z>0,xr—0 r——+400

4. En déduire que ¢ se prolonge en une fonction de classe C® sur 0, +o0].




2 Etudes préliminaires

2.1

Prolongement de la fonction I' d’EULER

Pour x > 0, on définit

AP

10.
11.

12.

13.

F:xr—»J 2 let d¢.
10,+o0]

Vérifier que cette définition a bien un sens et que, pour tout z > 0, on a I'(z) # 0.

Montrer que I' € C°(]0, +00]).

Démontrer que I' € C'*(]0, +o0f).

Soit n € N. Calculer I'(n + 1).

Justifier le fait que z +— J t*~ et dt est une fonction holomorphe sur C.
[1,+00[

Montrer que pour 0 < 2R <n et |z| < R, on a

AP B 4

nl(z+n)|  nR

S _(=y°
Mont S -
ontrer que 2 Z Gt

n=0

Soit z € C, tel que Re(z) > 0. Montrer que

i . 400 _1)n
J t*le tdt = Z n—'((—;—g—n)

0 n=0

est une fonction méromorphe a poles simples sur C\(—N).

. Montrer qu’il existe une fonction T’ holomorphe dans C\(—N) qui coincide avec I sur ]0, +o.

Dans la suite, on persistera a noter I' ce prolongement.

Montrer que pour tout z € C\(—=N), ['(z + 1) = 2T'(2).
Soient z € C, tel que Re(z) > 0, et s € [0,400[. Montrer que

F(z) :f e—(1+s)uuz—1 du.
(1 + S)Z 10,4+00[

Soient z € C, tel que Re(z) > 0, et z €]0, Re(z)[. Montrer que

IO s
J]0,+oo{(1+s)z ds = I'(z) I'( )-

En déduire que I' ne s’annule pas dans C\(—IN).
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2.2

Propriétés de la transformée de MELLIN

On s’intéresse ici a diverses propriétés remarquables de ’application définie par (M).

Soit f € Li,.(]0,+[). On suppose qu’il existe o, 3 € R tels que x — L f(z) € LY(]0,1]) et

loc

z— 2871 f(z) e L'(]1, +0]).

By

10.

. Montrer que, pour tout o > o, z+— 2%~ f(z) € L'(]0,1]).

Dans la suite, on notera :

O - inf{a € R tel que z — z* 1 f(z) e L1(]o, 1[)},

B* L sup {[5 € R tel que z — 21 f(z) e L1, +OOD}-

Que dire de

Jim (L[ f)(@) 7

o

Donner un exemple de fonction pour lequel ay = 1 est atteint et un autre exemple pour lequel

il ne 'est pas.

Montrer que si a, < 3* alors, pour tout z € C tel que Re(z) €]ax, 8*[, on a
2 le*Lf(2)] € LL(J0, +<0[).

Quelles sont les bornes o, et 8* de la fonction L0, +oof ?
Trouver une fonction strictement positive telle que ay = —o0 et B* = 4w .
Montrer que f définit une fonction holomorphe sur {z € C tel que Re(z) €]au, 3*[)}.

Soit u €10, +0o[. On pose f, : & — f(ux). Montrer que
Vz € C tel que Re(z) €|y, 8%, ?;(z) = u" 2 f(2). (4)
On suppose de plus que f est dérivable sur 0, +o[, que g : = — zf'(x) appartient a

LY(]0,+o0[) et qu’il existe &, 3 tels que pour tout z € C vérifiant Re(z) €]a, B[, les fonctions

z— 2”7 f(z) et z— 27 Lg(x) sont bornées et appartiennent a L' (]0, +oo[).

- Montrer que, pour tout z € C tel que Re(z) €]a, 3],

En déduire I’expression de (f’) dans le cas ou elle existe.

Soit s > 1. Montrer que, pour tout z € C, la suite Q,(z) = l—[;lzo(l — 1/s*M7) converge. On

notera (Q(z) la limite.

>




11. Soient z €0, +oo[ et c € R. Montrer que
J a~ D (c + it)Q(c + it)z~ ) dt
R

existe et calculer sa valeur.

Indication : On pourra utiliser, sans démonstration, la formule des partitions d’EEULER

n(n 1)/2
t zeCet0<qg<l, 14+ 2¢") =1
pour tous e q 1_[( + zq" + Z HJ 1 1—qJ

3 Résultat d’existence et d’unicité
I -
Soit ¢ solution du probléme (1)-(2), qui vérifie la condition (3).

1. Montrer que ¢ admet un maximum en un point Z € |0, +oo[, et que p(Z) > 0.
2. En déduire qu'il ne peut pas exister de solution de (1)-(2)-(3) si b < 1.

3. Que se passe-t-il sib=17

4. En considérant la fonction

-+00
A x»—»J y) dy,

montrer que, nécessairement,
p(x) >0siz>0. (5)

On suppose désormais que b > 1.

5. Montrer que, nécessairement, a > 0 pour qu’il existe une solution ¢.

On suppose désormais que a > 0.

6. Montrer que, sous les conditions (2)-(3)-(5), le probleme (1) admet au plus une solution.

On suppose qu’il existe p, solution de (1)-(2)-(3)-(5), telle que pour tout z € C wvérifiant
Re(2) €], 8%, avec ay < B* — 1, les fonctions z — z*~'p(z) et z — z* 1o/ (x) sont dans

L*(]0, +oof).
7. Montrer que

Vz e C tel que Re(z) €aw, 8, —(z — D@z — 1) + a(z) = bz—a_fgz(z),
o(1)=1.
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~10.

11.

. Montrer que Fj, est proportionnelle & T : 2 — a *I'(2).

. Montrer que G est proportionnelle 3

On va chercher une solution de (6) sous la forme F = G F}, ou Fj, est solution du probléme

homogene :
—(z—1)Fp(z — 1)+ aFp(z) = 0. (7)

+00 1
H:zr——»l—%(l—bzﬂ).
Jj=

En déduire que F' donnée par

+

T 1
F:z—a7%T(2) <l-bz+j>

<.
||
(==}

est solution de (6).

Conclure.

~ 10—




Probléme de mathématiques générales

Le but de ce probleme est de montrer des propriétés fondamentales sur le spectre des matrices

de WIGNER, qui sont des matrices symétriques a coefficients aléatoires.

Pour A une matrice, on désignera par A(7,j) le coefficient de A situé a la i-ieme ligne et a la

j-iéme colonne.

1 Résultats préliminaires

1.1 Un résultat sur la trace

Soity;A une matrice carrée réelle de taille n € N*. Soit k un entier tel que k£ > 2.
1. Montrer que, pour tout (i,7) € {1,...,n},

ARG = > AGq)A@, e) - Algre—2, 261 A(gk-1,5)-

I<q1,--,qk—1<M

2. En déduire que

Tr(A) = > Alga2) - Alde—1, @) Alae 01)-

1<q1,.-,qx <N

1.2 Un résultat sur les matrices réelles symétriques

Soient A et B deux matrices réelles symétriques de taille n € N*.

1. Les matrices A et B sont-elles diagonalisables dans R? Le cas échéant, on précisera comment

exprimer les changements de base.

2. Montrer que, pour tout entier k¥ > 1, on a

Tr(A’i) = an AP,

=1

Onnote \; < ... < X\ <...< A, lesvaleurs propres réelles ordonnées de A etvy < ... <v; < ...

celles de B. On veut montrer ['inégglité

n

(i —wi)? < Tr((A - B)?).

i=1

3. Montrer que 1’'on peut se ramener a deux matrices a valeurs propres positives. On fera désor-

mais ’hypothese que A\ = 0 et vy = 0.

11 =
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FIGURE 1 — Graphe du mot m = 12114321. A, = {(1,1),(1,2), (1,4), (2,3), (3, 4)} Al = {(1,1)},
A%, ={(1,2),(1,4),(2,3), (3,4)}, NP = 3.

6. On suppose que n, le cardinal de &, est inférieur 4 ¢. Montrer que lé cardinal de Mq‘:n est

borné par le nombre de mots fermés de longueur g + 1 et en déduire une borne du cardinal

de M, , ne dépendant que de q.

Un mot ferme m de longueur 2q + 1 est dit de WIGNER si m est equwalent a un élément de

/w2q g+1-

7. Soit m = s1...894+1 un élément de Mag.q+1- Montrer que le graphe G, n’a pas de boucle,

c’est-a-dire que A%, est vide.

8. Toujours avec m = sy ... s9441, élément de Mg q+1, montrer qu’il existe un unique représen-
tant de la classe de m de la forme m = 3; ... S2g+1 avec 51 = 1 et |51 — S| = 1 pour tout
ked{l;...,2q%

9. En déduire que My, 441 est en bijection avec I’ensemble des chemins de DYCK de taille 2q et
que le cardinal de My, 441 est égal & Cy, le g-iéme nombre de CATALAN.

2 Cadre probabiliste et étude des moments

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire réelle, de loi de probabilité 1. On
_rappelle que

= [ xX@P () = | outaz)

ot E(X) est 'espérance de X. Plus généralement, pour loute fonction f continue de R a valeurs

réelles, on a

E(f(X)) f f@ud)

quand f |f(x)|pu(dz) est un réel.
R

o




Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. Soit une famille de wvariables aléatoires
(Zi,j)ijequ,...ny Téelles, indépendantes et identiquernent distribuées, d’espérances nulles, et telles
que [E (Zil) =1 et pour tout entier k =1,

T e (|Z1,1|k) est une valeur finie. (8)
On va s’intéresser a la matrice aléatoire symétrique
My (i, ) = My (5, %) = Zij/v/n

On note Ap1 < ... < Api < ... < App les valeurs propres ordonnées de M,,. Ce sont des variables
aléatoires également. On définit la distribution empirique aléatoire des valeurs propres comme étant

la mesure de probabilité
J - 7 1 ¢ 5
i n — E Z /\n,i'

i=1

Soit f une fonction continue bornée sur R. On note
def 1 ©
<Lna f\/ = E Z f(/\n,i)
i=1

et

(o, £5 % fR f(@)o(z) dz,

avec o la densité i
T 5 = 5—\/4_$21|.’t|$2
T

ou 14 désigne la fonction indicatrice de la partie A. Le théoréme a démontrer est le suivant.

Théoréme. Pour toute fonction f continue bornée sur R, et pour tout £ > 0,
lim P (L, £y — (0, )] > £) = 0.

On va utiliser le théoréme de WEIERSTRASS. A cette fin, on va étudier les moments de Ly,
c’est-a-dire ' .
vk e N*, i & (Ln, PF),

s

ot P* : z— zF est la fonction monomiale de degré k.

15—
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Soient n € N* et k € N*.

1. Soient £, B > 0. Montrer que
£ ((Lns |PHLprjs ) > €) < E ((Lns IP* 1o 5))

puis que

BYE ((Ln, |PHLjprjs5)) < E ((Ln, P))
L’idée est donc de faire intervenir Ay, l’espérance de Ly, définie par la relation suivante :
. . x def 13
pour toute fonction f continue bornée sur R, {An, f) = E ({Ln, f)) = - Z E(f(Ani)),
i=1

def \ \ cp .
et ses moments &y = (Ap, Py ot k € N*. On va les comparer a ceur de o, définis par

&k ef (o, P*) pour tout k € N*.

2. Montrer que, pour tout k € N, &y = Ck et &gy = 0.
3. Montrer que

1
k
(Lp, P*) = . Z T(quse,qx)

1<q1,...,qx<n

\ def
OM Ttk = My (q1, q2) My (g2, 7} S Mn(Qk—l» (Ik')Mn(Qka q)-

Pour tout q = (q1, ..., qx) k-uplet de {1,... . n}*, on définit Mg ot q1 --.9xq1 le mot fermé de
taille k + 1 associé. On note pq st p(mgq) le poids de mq.

4. Montrer que

a

1 Na Ng
E(rq) = =75 || E(zlzq) I1 [E(ZM")-
acAg, a’eAb

q mq
5. En déduire que E (74) = 0 s’il existe une aréte parcourue une et une seule fois dans le graphe
Gmg- On s’intéresse donc a tout k-uplet g de {1,...,n}* tel que, pour tout a € Am,, Ny, > 2.
6. Montrer que pg < 1+ k/2.

7. Montrer que si q et ¢’ éléments de {1,...,n}*

, sont tels que mq ~ mg alors [E (rq) = E (mqr)-
8. Justifier I’égalité suivante

1+[k/2|

A . k — 1 n! Ng, ( Nﬁ:)
B, P I; nl+k/2 (n — p)! me;k‘p‘ag% E (ZLQ )a’gl;n Bl )-

s

~16 —




9. Que vaut limy, o &p k quand k est impair ?

Indication : On pourra utiliser la formule de STIRLING

n! ~ <r_z>n V2rn.

n—-+o €

On s’intéresse désormais au cas k = 2q, pour q = 1.

10. Montrer que

lim &nzg= >, ] E(z%) T1 (E(fo‘/).

meMagq,q+1 AEAG, a’eAb,

11. En conclure que limp o &n2qg = Cq = Bq, le nombre de chemins de DYCK de longueur 2gq.

4 I1 faut maintenant montrer que, pour tout k =1,

lim [E (va) = &kl =0-

n——+0o

12. Soit un entier £ = 1. Montrer que
2 2 1
E (A/‘n,lc) - ‘Snk = ﬁ Z <I)q,t;{’v
q,q'k—uplets de {1,..,n}

ou

f
Pgq T (Wqﬁq’) =k (Wq’%) :

13. Calculer
E (k) —nne
14. En déduire que

nEI—Pw P (|’Yn,k' - gnk' > E> =0.

15. Conclure.

16. Montrer que, si on suppose seulement que rz est fini, alors la partie 1.2 permet de conclure

également au théoréme.

s [T =



