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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tous
appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les documents
sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies.
On invite donc les candidats a produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Notations

— On utilise les notations N* = N \ {0}, R* = R\ {0}, R’ =]0, +o0[.
— Pour un ensemble A ¢ R, avec N € N*, on note 14 la fonction indicatrice de A, c’est-a-dire la
fonction définie par : pour tout 2 € R, 14(z) = 1 si z € A et 14(x) = 0 sinon.

— Pour tout réel strictement positif p, on note
D, ={z e Ctel que |z| < p}, B,={z€Ctelque |z| <p}, C,={z€C telque |z|=p}.

On utilisera la méme notation pour désigner les sous-ensembles de R? correspondants :

B, = {(x,y) € R? tel que /22 + 42 < p}, B, = {(w,y) € R? tel que /22 + 42 <p},
= {(m,y) € R? tel que /22 + 32 = p}.

— Distribution de Dirac : Pour a € R, on note 4, la forme linéaire définie sur ’ensemble des fonctions
continues sur RY par ¢ — (8,]¢) = ¢(a).

Définitions et rappels

On rappelle ici quelques définitions et des énoncés utiles qui pourront étre exploités sans démonstration
tout au long du sujet :

— Toute fonction holomorphe sur un ouvert de C est de classe C™ sur cet ouvert.
— Toute fonction méromorphe sur C est le quotient de deux fonctions holomorphes sur C.

— Convergence presque stre : On dit qu’une suite (X, ),en+ de variables aléatoires définies sur un
méme espace probabilisé (2, A, P) converge presque sirement vers une variable X de (2, A4,P) s’
existe un ensemble ' € A vérifiant P(2') = 1 tel que pour tout w € ', on a hrf Xn(w) = X(w).

n—r—+00

— Loi forte des grands nombres : Si (X, ),en+ est une suite de variables a valeurs dans C, indépen-

1 n
dantes, identiquement distribuées, et admettant une espérance pu € C, alors — Z X}, converge presque
n

k=1
stirement vers L.

Organisation du sujet

La partie I établit des résultats élémentaires qui ne seront utilisés qu’en partie VI. Il convient d’y consacrer
un temps raisonnable, et en particulier de ne pas trop s’attarder sur certaines questions si on ne parvient pas
a y répondre suffisamment rapidement. L’objectif de la partie IT est de démontrer un résultat relativement
classique autour des solutions élémentaires du Laplacien dans le plan, qui sera utilisé en partie VI. Elle
débute par des observations et calculs en dimension 1 qui permettent de se familiariser avec la notion de
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solution au sens des distributions. Les parties III et IV portent principalement sur des résultats d’analyse
complexe autour du probléme de Dirichlet et la notion de noyau de Poisson. Elles permettent d’établir la
formule de Poisson-Jensen, qui sera utilisée en partie VI. La partie I'V ne fait appel qu’au dernier résultat
de la partie ITI. La partie V est indépendante des autres parties et porte sur des résultats concernant les
points critiques de polyndémes aléatoires. Elle fait appel & des techniques de probabilités ainsi que d’analyse
complexe. La partie VI permet d’apporter une généralisation, par le biais de méthodes assez différentes, aux
résultats obtenus en partie V.

I - Des inégalités utiles pour la suite
1) Justifier que pour tout m € N* et tout (wy,...,w,) € R™, on a ij < meJQ-.

2) Inégalité de Markov : Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P).
Montrer que si Z est presque siirement positive ou nulle, alors pour tout réel strictement positif a, on a

E(Z
P(Z > a) < L

a
3) On définit pour tout = > 0,

0 six <1,

In_(z) = —Inz six <1,
e Inz siz>1.

0 six > 1,

iny ) = {

a) Tracer I'allure des courbes représentatives de In_ et Iny sur R

b) Justifier que pour tout n € N* et tout (z1,...,2,) € (R})", on a

n n n
1
Iny <E a?k) < g Ing (z) +1lnn = E In_ <—) + Inn.
T
k=1 k=1 k=1

Indication : on pourra commencer par examiner le cas ot la somme des xy, est inférieure ou égale a 1.

IT - Solutions élémentaires du Laplacien en dimensions 1 et 2

1) Solutions élémentaires du Laplacien en dimension 1

a) Soit ¢ une fonction de classe C™ a support compact dans R et a valeurs réelles. Justifier que

/ 2] " (x)dz = 20(0).
R

d? |z . . . B
On écrira alors ﬁu = dp et on dira que cette égalité est comprise « au sens des distributions ».
T
. : , o ) . d? |z —a|
b) Justifier de méme, pour tout réel a, 'écriture (toujours au sens des distributions) : Pl Oq-
x
¢) On définit 'ensemble E des fonctions f continues sur R, admettant un nombre fini n € N (qui dépend
de f) de points de non dérivabilité a; < ... < an, et affines sur chaque intervalle Ja;, a;y1[, ¢ € {0,...,n},
ou l'on a posé ayp = —o0 et ap+1 = +0o (avec la convention que si f € FE est dérivable sur R, n = 0,

Iensemble des points de non dérivabilité est vide et f est affine sur R).

Pour tout @ € R, on pose f, : x> |x —a| et on note id : = — z.

4



2)

(i) Soit f : @+ (=22 +1)1r_(z) + (1 4+ 3z)1r~ (x). Justifier que f est dans E et montrer que f est
combinaison linéaire de la famille de fonctions (fy,id, 1Rr).

(ii) Soit f une fonction de E non dérivable en au moins un point de R et soient a; < ... < ay, (n €' N¥)
ses points de non dérivabilité. Montrer 'existence d’un unique (n + 2)-uplet de réels (aq,...,an, 8,7) €
(R*)"™ x R? tels que

n
f =Y ifa; + fid +71r.

=1

Indication : Pour [’existence, on pourra raisonmner par récurrence sur le nombre n de points de non
dérivabilité de f.

(iii) Donner alors, pour tout ¢ € {1,...,n}, expression de «; en fonction de la différence des pentes de
la fonction f a droite et & gauche du point a;.

(iv) Tracer la représentation graphique en repére orthonormé de la fonction f définie sur R par :

—x six < =2,
x+— f(z) = 3+% si z € [-2,4],
14z six >4,

puis donner la décomposition de cette fonction sur la famille (f_o, f4,id, 1R).

(v) Déduire de ce qui précéde, pour toute fonction f € F, I'expression (au sens des distributions) de son
2

Laplacien 422 f comme combinaison linéaire de distributions de Dirac.
&

Fonctions harmoniques et solutions élémentaires du Laplacien dans le plan

2 2

0
On désigne par A 'opérateur Laplacien F-{-m sur R?. Dans tout ce qui suit, on identifiera (z,y) € R?
avec le nombre complexe z = x + iy € C. Pour une fonction définie sur C, en notant z = x + iy, on
considére donc des dérivées partielles par rapport aux parties réelle et imaginaire de la variable complexe.

90N o _1(0 .0
or 0y)’ 9z 2 \0x Oy

)
0x2  Oy? 020z

On rappelle les relations :

de sorte que

On dit qu’'une fonction A définie sur un ouvert O de C et a valeurs dans C est harmonique sur O si h
est de classe C? et vérifie Ah = 0 sur O.

Pour € > 0 fixé, on pose

e = {(z,y) eR? : a2+ 42 Zs}.

On pourra utiliser ici sans plus de justification que, si v et v sont des fonctions de classe C* sur €,
et si u est & support compact dans R2, alors on a

2
/ v(z,y)Au(z, y)dzdy = / u(z,y)Av(z, y)dzedy — 5/ Tig - (vﬁu - uﬁv) (ecosB,esinf)do
. . 0

ou 7y = (cosf,sinf) désigne le vecteur unitaire normal intérieur a . en 6 et Vu désigne le vecteur de

composantes (—?—u —(zu)
oxr oy /’
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a) Justifier que si une fonction est holomorphe sur un ouvert @ de C, ses parties réelle et imaginaire sont
harmoniques sur O.

b) Soit ¢ une fonction de classe C™ & support compact dans R? et a valeurs réelles.

(i) En remarquant (et justifiant) que

/R2 Va? +y2Ap(z, y)de dy = gr(l)/ﬂ Va? + y?Ap(z, y)dr dy,

montrer que

[ Vs rseeara= ([

p(rcos b, rsin Q)dr) dé.

+

(ii) A-t-on (au sens des distributions, et en identifiant z = x + iy € C et (x,y) € R?) égalité entre

A (|;—|) et 9o 7

¢) Soit toujours ¢ une fonction de classe C™ a support compact dans R? et a valeurs réelles.
(i) Montrer que (z,y) — In(v/22 + y2) est localement intégrable sur R2.

(ii) Montrer que (z,y) — In(y/22 4 42) est harmonique sur R?\{(0,0)}.

(iii) Pour tout € > 0, on pose I. = / In(v/22 + y2)Ap(z, y) dz dy. Montrer que

Qe

/ In(v/22 + y2)Ap(z,y) dzdy = lim I..
R2 e—0

(iv) Montrer qu’on peut trouver une constante C' > 0, indépendante de ¢ €]0, 1], telle que

27
IE—/ p(ecosf,esinf)dl| < Ce|lneg|.
0

(v) Justifier alors I’écriture (au sens des distributions)
5= A (in(]2])) =
27 -

d) Soit f une fonction holomorphe et non identiquement nulle sur C. Soit ¢ une fonction de classe C™ a

support compact K C C et a valeurs dans R. On peut donc introduire un réel strictement positif R tel
que K C Dg.

(i) Justifier que f posséde un nombre fini de zéros dans Dp.

(ii) On note z1,..., 2y, les zéros de f qui se situent dans Dp et a1, ..., a, leurs multiplicités respectives
(n € N, (a1,...,a,) € (N*)" avec la convention que si n = 0, 'ensemble des zéros contenus dans Dp
est vide). Il existe donc une fonction g holomorphe ne s’annulant pas sur Dp telle que pour tout z € C,

1) = 9() [[ (= = 2.
k=1

Justifier alors I'existence d’une fonction A holomorphe sur Bp telle que g = e sur Bg. En déduire que
pour tout z € Bg, on a



(iii) Justifier alors I’écriture suivante :

1
%Aln |f(2)| = Z d¢  (les zéros de f étant comptés avec leur ordre de multiplicité).

£eC tel que f(£)=0

IIT - Probléme de Dirichlet sur le disque et formule intégrale de Poisson

On considére une fonction f continue sur C; et & valeurs complexes. Le but de cette partie est de montrer
I’existence et 'unicité d’une fonction g continue sur D; et a valeurs complexes, harmonique sur By et égale &

f sur C; (probléme de Dirichlet sur le disque).
1) Noyau de Poisson. Soit R > 0 fixé. Pour tout r € [0, R] et tout ¢t € R, on pose
“+o00

Pr(r,t) = Z (I%)ln'ei”t.

n=—oo

a) En utilisant un théoréme de régularité sous le signe somme, justifier que ¢ — Pg(r,t) est de classe C™°
sur R.

b) Soit r € [0, R[ et t € R.

“+00 ;
r\n R+ rett R2 —p2
() Montrer aue Pr(r 1) = 1+ 2n:1 <R> cos(nt) = Re (R = rezt) R? — 2rRcos(t) + r2

(ii) En déduire que t — Pg(r,t) est 2m-périodique, uniformément continue, positive et paire sur R.

2) Soit g une fonction & valeurs dans C, continue sur D; et harmonique sur Bj.

a) Justifier I'existence de zg € D; tel que pour tout z € Dy, on a |g(2)| < |g(20)].

b) On suppose dans un premier temps, et uniquement dans cette question, que |g(zo)| > 0. On pose alors

pour tout z € Dy,

l9(20)]
9(20) 9(2).

h(z) =

(i) Vérifier que pour tout z € D1, on a Re(h(z)) < |g(2)| < Re(h(20)).
(ii) On définit ¢ sur Dy par ¢(z,y) = Re(h(z + iy)) et pour tout £ > 0, on pose
Ye(z,y) = p(z,y) + e(a® + y°).

Justifier que At > 0 sur B;. En déduire que 1. ne peut atteindre de maximum local sur B; puis que,

pour tout (z,y) € By, on a
o(z,y) < max{p(z,y), (z,y) € R? tel que 22 + y? = 1}.
(iii) En déduire P’existence de Z € C; tel que pour tout z € Dy on a Re(h(2)) < Re(h(Z)).
(iv) Justifier que |g(Zo)| = T lg].
c) Conclure de ce qui préceéde que max lg(2)| = max lg(2)].

d) En déduire I'unicité de la fonction g solution au probléme de Dirichlet sur D; (si une telle solution

existe).
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27

A 1 :
3) Pour tout z = re? € By, avec r € [0, 1] et § € R, on définit g(2) = o Py(r,0 —t)f(e") dt.
T Jo

a) On note, pour tout réel ¢, ¢ (t) la partie réelle de f(e®) et ¢o(t) la partie imaginaire de f(e). Montrer

1 [ et 4z
que g(z) = g1(2) + ig2(2) avec, pour tout k € {1,2}, gr(z) = Re (5/ it Z(;Sk(t)dt).
" —

b) En déduire que g est harmonique sur By .

Pour toute fonction f continue sur Cy, on note désormais V(f) la fonction définie sur le disque Dy par :

f(z) siz € Cq,

D _ 27 . .
% € Dy— U(f)(2) % P(r,60 - )f(et)dt  siz=re? € By
0

Enfin, pour tout k € Z, on note fi, la fonction définie sur Ci par : pour tout t € R, f(e') = ekt

4)a)Montrer que pour tout k € Z et tout z € By, on a W(fi)(z) = r*le*?
b) En déduire que W(f;) est solution du probléme de Dirichlet sur le disque pour la fonction fj.

5) Justifier a l'aide de ce qui précéde que pour tout polynome trigonométrique p = Z ¢k fr, la fonction
|k|<n

¥ (p) est solution du probléme de Dirichlet sur le disque pour la fonction p.
1 27
6)a) Justifier que — Py(r,t)dt = 1.
21 0

b) En déduire que pour toute fonction f continue sur Cyi, on a sup |U(f)(z)| < sup |f(2)].
z€Dy 2€Cy

7) Conclure, a 'aide du théoréme de Fejér, que pour toute fonction f continue sur Cy, ¥(f) est solution du
probléme de Dirichlet sur le disque unité pour f.

8) Justifier, a l'aide de ce qui précéde, que pour tout R > 0, si u est une fonction continue sur Dg et si u
est harmonique sur Bpg, alors pour tout z = re? e Br, on a

1 2m

u(z) Pp(r,0 — t)u(Re™) dt.

IV - Formule de Poisson-Jensen
On reprend les notations de la partie I11.
Soit f une fonction méromorphe sur C et soit R > 0.

On note ay, ..., a,, les zéros (non nécessairement distincts) de f situés dans Dg et by, ..., b, les poles (non
nécessairement distincts) de f situés dans Dp. Il existe alors une fonction g méromorphe sur C et n’admettant
aucun pole ni zéro dans Dpr, telle que

m n
1
1) = o) [T - a0 [T L
i=1 j=1 J
. ‘ 2 le = a|
1)a) Justifier que si (a,w) € C* sont tels que a € Br et w € Cr alors 1 = TR —au



b) Soit a € Br. Justifier que z — In |R2 — Zzz| est harmonique sur Br. En déduire que pour tout z = re'

tel que z € Br, on a

2
iﬂ Pr(r,6 —t)In|Re" — a|dt = In|R*> — az| —InR.
0

c) Justifier que cette formule est encore valable si a € Cg.

Indication : on pourra, & z € Br fizé, pour a € Cr donné et x € [0,1], poser a, = xa et justifier le
passage a la limite x — 1.

2m

4 1 .
2) Justifier que pour tout z = re® de Bg, on a In|g(z)| = o Pr(r,0 — t) In|g(Re™)| dt.
0

3) Utiliser les résultats précédents pour prouver que, si z = re' € Bp n’est ni un zéro ni un pole de f, alors
on a

1 2m

In|f(2)| = 5~ i Pr(r,0 — t)In|f(Re™)| dt — Zln

R? —bz
z—b)

Zln

R(z — a;)

V - Points critiques de polyndomes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas ou les
racines sont distribuées non uniformément sur le cercle unité de R?

1) Critére de Weyl sur le segment [0, 1]

On dit qu’une suite (u;)jen+ de réels de [0,1] est équidistribuée dans [0,1] si pour tout segment
[a,b] C [0,1], avec a < b, on a

lim Zl[ab(“])_h_n

n—+oo 1

a) Justifier qu'une suite (u;);en+ est équidistribuée dans [0, 1] si et seulement si pour toute fonction

: [0,1] — C continue par morceaux sur [0, 1], on a hm Zf (uj) = / f(u) du.
n—

Indication : Pour le sens direct, on pourra commencer par Justzﬁer que le résultat est valable pour toute
fonction en cscalier.

b) En déduire que si (u;)jen+ est équidistribuée dans [0, 1], alors pour tout k¥ € N*, on a

lim § : 2imku; _
n—+oo n

C Re’ciproquement, o1n suppose qu’une suite (u; ieN* vériﬁe, pour tout k € N* lim 21 Koy =
p 779 %
n—-+00 ’]’L

(i) Justifier que pour toute fonction f continue sur [0, 1] et & valeurs complexes, on a
li d
71—1>I-11—loo n Z I u‘l / g i

Indication : On pourra commencer par démontrer ce résultat pour une fonction f continue sur [0,1], a
valeurs réelles, et vérifiant f(0) = f(1).

—9_
Tournez la page S.V.P.



ii) Soit [a,b] C [0,1]. On pose f = 1;,4]. Montrer que pour tout € > 0, il existe deux fonctions g et h
[a,b]

1
continues sur [0, 1] telles que g < f < h sur [0, 1] et / (h — g)(u)du < e. En déduire que
0

lim qu] )=b—a.

n——+oo M

d) Application : montrer que si @ € R\Q alors la suite (u;)jen- définie par u; = jo — |ja] pour tout

2)

j € N* (ou pour tout réel x, |z| désigne la partie entiére de z) est équidistribuée dans [0, 1].

Soit (©;)jen+ une suite de variables aléatoires réelles, définies sur un espace probabilisé (2, A,P), indé-
pendantes et identiquement distribuées sur le segment [0, 1] selon une distribution de probabilité v. On
note, pour tout j € N*, Z; = €2™9; ot Z une variable suivant la loi commune aux Zj, j € N*. On note

1
alors, pour tout k € N, E(Z*) = / e?*mtdu(t) Pespérance de Z*.
0

a) Justifier que si v est uniforme sur [0, 1] alors pour tout k € N*, E(Z¥) = 0.

b) Réciproquement, on suppose que pour tout k € N*, E(Z k) = 0.

3)

: 1\~ 9irko,
(i) Montrer que pour tout k € N*, — E e?™k9; tend presque strement vers 0 lorsque n tend vers +oo.
n
i=1

(ii) En déduire 'existence d’un ensemble €’ € A vérifiant P(€2') = 1 tel que pour tout w € ', la suite
(0j(w))jen+ est équidistribuée dans [0,1].

(iii) En remarquant que pour (a,b) € [0,1]%, a < b fixés, et pour tout j € N*, on a E(1(4,5(0;)) = v([a,b]),
en déduire que v est uniforme sur [0, 1]. '

On reprend les notations du 2) et on suppose désormais que v n’est pas uniforme sur [0, 1].

On définit pour tout n € N™ le polynome aléatoire

zECr——>P HZ—Zk)

(ce qui signifie que pour tout w € 2, Pp(z)(w) = H 2z — Zk(w))). On note Y(”) .,Yn(ﬁ)l les racines

n—1
(aléatoires et non nécessairement distinctes) de P,. On définit alors ((P},) = — E dy(n) O & désigne
=1 *

la mesure de Dirac en z, ¢’est-a-dire la mesure assignant a tout A C C la valeur 1 si z € A et 0 sinon.

On note enfin pour tout k € N, a = E(ZF1).

a) Justifier que pour tout k € N, |ag| < 1. En déduire que la fonction

+oo
f:z— - E C_Lkzk
k=0

est bien définie sur la boule unité ouverte B; et que pour tout r €]0, 1], f admet un nombre fini N, de
zéros dans D,..

= 1=



P(2)
wPlz)

b) Soit n € N*. On pose V,(2) =

(i) Montrer que pour tout z € By,

1 n
(e

(i

k=0 j=1

(i) En déduire Pexistence d’un ensemble Q' € A vérifiant P(£2') = 1 tel que pour tout w € ', V,,(2)(w)
tend vers f(z) uniformément sur tout compact de Bj lorsque n tend vers +oc.

c) Soit r €]0, 1] tel que f ne s’annule pas sur C, et soit w € €.

(i) Justifier qu’il existe un N € N* tel que pour tout n > N et tout z € Cp, |V, (2)(w) — f(2)| < |f(2)|.

En déduire que pour tout n > N et tout z € C,, % ¢ R_ puis que
z
[ (Bew _re)y,,
A Va(2) (W) f(2)
il
Indication : On pourra introduire la fonction 1) : z — %Z()w) et une primitive de % Sur un Sous-

ensemble bien choisi de C.

(ii) Montrer que si h est une fonction holomorphe au voisinage d’un point a € C et posséde un zéro d’ordre
W (z) m

m € N* en a alors il existe une fonction ¢ holomorphe au voisinage de a telle que ) = + p(2).
(2 z—a
(iii) En déduire que o ];(( )) dz est égale au nombre N, de zéros (comptés avec leur multiplicité) de

f situés dans B, puis que pour tout n > N, z — V;,(?)(w) admet exactement N, zéros (comptés avec
leur multiplicité) dans B,.

d) En déduire que ¢(P,,)(K) tend presque stirement vers 0 pour tout compact K inclus dans B;.

VI - Points critiques de polynémes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas général

Soit n € N* et soient Z1, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, a valeurs
dans C. On note p la mesure de probabilité associée aux Z, k € {1,...,n}, et A la mesure de Lebesgue sur
C. On définit pour tout z € C,
n
Po(z) = H(z — Zk)
k=1

et en tout z tel que P,(z) # 0, on pose

Pz

Py (2)

Le but de cette partie est de démontrer que pour toute fonction ¢ de classe C™ a support compact dans C,
et a valeurs dans R,

i
— Z ©(z) converge en probabilité vers / »(2) du(z) lorsque n tend vers +oc.
C

n
2€C tel que P/ (2)=0
On rappelle qu'une suite de variables aléatoires (Y;,)nen définies sur un méme espace probabilisé (2,B,P)
est dite converger en probabilité vers une variable aléatoire Y (elle aussi définie sur (Q, B,1P)) si pour tout

€>0,ona
lim P(Y,—-Y|>¢)=0.

n——+00

11 =
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A. Un théoréme de convergence dominée (et une premiére convergence en probabilité)

Soit (X, A, V) un espace mesuré ou v est une mesure (positive) finie et soit (€2, B,IP) un espace probabilisé¢. On
considére une suite de fonctions (f,)nen définies sur 2 x X et a valeurs dans R (muni de sa tribu borélienne
usuelle). On suppose que

e pour tout n € N, f,, est (B x A)-mesurable;

e il existe § > 0 pour lequel / | Frl.- a:)|1+‘S dv(x) est bornée en probabilité, c’est-a-dire que, pour tout € > 0,

X
il existe C: > 0 et N. € N tels que pour tout entier n > N, on a
P( [ 1) P ane) > C,) <es
X

e pour presque tout € X, (f(.,2))nen converge en probabilité vers 0.

1) On suppose dans un premier temps que v est une mesure de probabilité. Dans toute la suite, on fixe €
un réel strictement positif.

a) Soit p € N*. Soit C, € Ry et N, € N tels que pour tout entier n > N, on a
1 1
P |falo2)| " drv(z) 2 Cp ) < =
X p
(i) Justifier que pour tout M > 0, pour tout entier n > N, on a
>S9y L
M9 P

(ii) En déduire 'existence de M, > 0 tel que pour tout entier n > Np,

> 1
>e ) < -,
p

v (l/x Fals @)1y 21> dV(2)

P (‘/X fn(.,m)llfn(A,m)EMpdy(x)

b) (i) Justifier que lim /X P (| Faloyz)] > g) dv(z) = 0.

(ii) En déduire que nll)IilooE (/X 1‘fn(,,z)|2%dl/($)) = 0.

(iii) Soit M > 0. Conclure a ’aide de 'inégalité de Markov que

. ~ 6
nBI_{'lOOIP </X 1|fn(‘,m)|2%dl/(w) > m) —0.

(iv) En déduire que pour tout M > 0, on a

lim P (\/X Fn(5 @)1 5,2y <AV ()

n—-+o00

2€)=0.

c) Déduire des questions précédentes que ( / In(s x)dv(m)) converge en probabilité vers 0.
X neN

2) Montrer que ce résultat reste valable dans le cas oul v est une mesure positive finie quelconque.

= =



B. Application (et seconde convergence en probabilité)

Soit R € R,
1) Soit n € N* et w € Q fixé. On note Zin,...,Zk,n les zéros de z — P,(2)(w) situés dans Dy et
Yins - - > Yt,n les zéros de z — P (2)(w) situés dans Dg (on adonc ky, € {0,...,n}etl, € {0,...,n—1}).
a) Justifier que pour tout z = pe® € B\ {8100 v 0 5 Bl s Wi o 5 55 Y b

In|Ln(2)| = (2, R)+Zl }Rz_yymz
R0

21 s
; RQ—x]nz

ou on a noté
027

1 .
Inlz;, R) = o Jo Pr(p,0 — t)In |L,(Re™)| dt.

b) En déduire, en utilisant 'un des résultats de la partie I, que

yzn

R(z — ZL‘Jn)
Rz_"/znz ‘

1 2 3 2
— I |Ln(2)] < —In(2, R)? 21 T

212

2) Soit n € N* et r €]0, R].

a) Justifier Pexistence d’une constante M (r, R) > 1 telle que pour tout z = pe® € B, et tout ¢t € [0, 2],

ﬁ < PR(,O,H—t) < M(T‘,R)

b) En utilisant un des résultats de la partie I, justifier que

n
Iny |Ln(Reit)| < Zln_ ’Reit — Z| +Inn.
k=1

c) Justifier existence d’une constante C'(R) telle que

27
Sup/ In_ |Re" — z| dt < C(R).
zeCJO

d) En déduire que pour tout n € N* et pour tout z € B, on a

M(r, R)

<
Iz R) € =0

27
/ Iny |Ln(Re™)|dt < %M(r, R)C(R) + M(r,R)Inn,
0

1
puis justifier I'existence d’une constante By(r, R) telle que sup —I,,(z, R) < Bi(r, R).
n

2€B,

3) Soit A = {z € C tel que / du(y) = +oo}.
C

ly — 2|

/C (/C %d”(”)) dA(z) = 27

ou on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur C.

a) Montrer que

~13—
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b) En déduire que A(A) = 0.

1

On admet dans toute la suite du sujet que pour tout z € C\A, (— In |Ln(z)|) converge en probabilité
L neN*

vers 0.

4) On suppose 0 ¢ A.

7

a) Justifier que E <ln_ i

)

b) En écrivant la formule de Poisson-Jensen en z = 0, en déduire I’existence d’une constante positive D(R)
telle que

tend presque stirement vers —E (ln_

Z 1 kn -

1 . o
—| | est finie et que — I |22
R D 4 7 ]; R

lorsque n tend vers +oo.

n—-+00

1

lim P (—In(O,R) < —D(R)) =l
n

¢) Montrer que ce dernier résultat reste valable dans le cas général.

5)a) Justificr que pour tout n € N* ct tout z € By,

sip (z,R) > ;/%lln |Ln(Re™)| dt — M(r R)/%lln |Ln(Re™)| dt
nn’_M(r,R)0n+n e mo T ’

puis que

1 2 q

- 0.8~ (MO8~ g ) [ e (R

?In(za R) Z

b) En déduire existence d’une constante positive By(r, R) telle que

1
lim P ( inf —I,(z, R) < —Ba(r, R)) = 0.

n—+00 zEB- M

3
6) Déduire de ce qui précéde que o) / I,(z, R)?> d\(2) est bornée en probabilité.
T B,

7) Soit toujours 0 < r < R.

a) Justifier 'existence d’une constante Ci(r, R) telle que

5 | Blz —
sup / In? (2 —y)
'.UGBT r

R? — g2
b) Justifier existence d’une constante Ca(r, R) telle que

\ dX(z) < Ci(r, R).

[ (w1l = S5, R?) 032) < ol )

n2

— 14—



c) En déduire que
1
o /Br In? |L,(2)] dA(2)
est bornée en probabilité.

8) Conclure que si ¥ est une fonction continue, a support compact sur C, et a valeurs réelles, alors la suite

(3 [ iz vEe)

neN*

converge en probabilité vers 0.

C. Démonstration du résultat

1) En utilisant un des résultats de la partie II, justifier que pour toute fonction de classe C'° & support
compact dans C, et & valeurs dans R, on a

1 1 1
g o, ILa(@D) Ap(2) dA(z) = = b3 o(2) -~ > #(2)-
2€C tel que P! (2)=0 2€C tel que Pp(2)=0
1
2) Justifier que o Z ©(2) tend presque sirement vers / ¢ dp lorsque n tend vers +o0.
C

2€C tel que P, (z)=0

3) Conclure.

—15—
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