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L usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (y compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas oit un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I'épreuve en conséquence.
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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-apres les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques
figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.
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EAE MAT 2

Les calculatricés, téléphones, "tablettes, ordinateurs et autres appareils éledtroniques
similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On invite
donc les candidats a4 produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Introduction, notations et conventions

Le sujet a pour but d’¢tudier les exponentielles de matrices et d’opérateurs dépendant, d’un parametre,
qui interviennent naturcllement dans la résolution théorique ou numérique des problemes d’évolution
en temps. En particulier on étudiera la convergence en norme de produits d’exponentielles de matrices
ou d’'opérateurs, en établissant dans quelques cas la formule dite “formule de Trotter-Kato” et en
¢tudiant son optimalité.

On note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N\ {0}, R le corps des réels et C le corps des
complexes. On désigne par R 'ensemble des réels positifs ou nuls et Ry = R U {+00}. Si z cst un
complexe, 7 désigne son conjugué, Re (z) sa partie réelle, I (2) sa partic imaginaire et |z| son module.
On note ¢ Pexponenticlle de z. Pour un réel i, on délinit aussi son cosinus ct son sinus hyperboliques

par ch(r) = “4= et sh(z) = “

Avee K =R ou C et d € N*, on note My(K) Pensemble des matrices i d lignes et d colonnes i
coefficients dans K et T désigne la matrice identité dans My(K).

. d
Pour deux éléments x = (x1,-+- ,24) ¢t y = (y1,--- ,y4) dans R%, on note z -y = 2mjyj le
as
. d d 9 172 s e ..
produit scalaire usucl sur R de x et y, et [[x|, = ( > “rj) la norme euclidienne associée. Dans
: G=1
RY, élement (0,---,0) est simplement noté 0. En cas de besoin on identifie un vecteur de RY avec
la matrice colonne qui lui est naturellement associ¢e. Pour une matrice A € My(R), on pose

| Axll,
lAl, = sup  ———2,
zerA\{0} 1]l

(1)

qui st a priori un élement de Ro. On désigne par det(A) le déterminant de la matrice A et par Tr(A)
la somme de ses éléments diagonaux.

On dira qu'une matrice est positive si pour tout = € R on a Az -« > 0.

Pour toute matrice A symétrique dans Mg(R), on rappelle qu’il existe une, matrice diagonale
A =diag(Ar, -+, Ag) ¢t une matrice orthogonale P telles que A = PAP~!. Lorsque la matrice A est
a la fois positive et symdétrique, les valenrs propres A, -+ | Ay sont positives et pour o > 0, on définit
alors A% = diag(Af,--- A7) et A® = PA“P 1. Dans tout le probleme, on dira que la valeur propre
d'une matrice est simple si son espace caractéristique et son espace propre associés sont identiques et
de dimension 1. - ' )

Lorsque D et E sont des espaces vectoricls normés, de dimension finie ou non, on note L(D,F)
Penscmble des applications linéaires continues de D dans E. En notant ||.|| la norme sur £, ponr unc
application A € L{E, E), on pose

A,.
Ay = sup 1A

rELN0) 2|
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Lorsque D C E, un élément A de L(D,E) est appelé opérateur et D domaine de A. Pour
deux éléments A et B dans L{E, E) on désigne par A o B leur composée et pour n € N* on note

A" :aé cAdo..o 5

7 fois

Pour d € N*, £2(N, R?) est 'ensemble des suites (un)nen indicées par N et a terme général dans

R? telles que Y  |lun|5 < co. On munit cet espace du produit scalaire et de la norme associée définis

neN
par

() = up-va,  Jul® = {u,0)

ncN

pour u = (tp)nen, et v = (Vp)pen dans £2(N,R%). Pour deux telles suites, on écrit u, = O(vn)
lorsqu'’il existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N, {fupl, < C vy,

_ On munit enfin R de la mesure de Lebesgue et on note L2(R) Pensemble des classes de fonctions

égales presque partout, de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue. Le cas échéant, on identifiera
une classe de fonctions et 'un de ses représentants. On munit cet espace du produit scalaire et de la
norme associée définis par '

(frg) = L f@e(@)de, I =, )

pour f et g dans L2(R).

PARTIE I : Exponentielles de matrices

Dans toute cette partie, on fixe d € N*.

1} Montrer que 'application A — [Al|, (cf. équation ( 1)) est une application bien définie de My(R)
dans Ry et que cette application est une norme sur Mg4(R).

2) Soit A une matrice symétrigue dans My(R).
a) En utilisant une matrice orthogonale adaptée, montrer que A}, = igg |A| ot V est I'ensemble
des valeurs propres de A.
b) En déduire que [Tr(A)| < d|lA]l,-

On admetira pour la suite que My(R) muni de la norme ||-|, est un espace de Banach.

3) Solent A et B deux matrices dans Mgy(R).
2) Montrer que [AB], < JAll, IBl,.

=
b) Montrer que la série kz—-:o é—f est. convergente dans Mg(R).

[eoe]
Dans la suite du probléme, on notera e* la somme 3 -‘g-, appelée exponentielle de A.
k=0

¢} Montrer que, si A et B commutent, alors A8 = efeB,

O R A R RPN ()

a) Calculer les exponentielles de I, J, K et L.

4) On pose
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b) Pour # € R, on pose M = cos(#).J + sin(#) K. Montrer que M? = J.
¢) En déduire que, pour tout s € R, e=*M = ch(s)T — sh(s)M ct que Tr(e*M) = 2ch(s).

5) Soit A un élement de My(R). Pour tont x € R, on considere la fonction ¢, : { — ¢z définie
sur R. :

a) Montrer que, pour tout = € R?, ¢, est une fonction CLH(R, R‘i) et gu’clle est Munique solution
de I'équation différenticlle ¢/ (¢) + Ay(t) = 0 telle que y(0) = z.

b) En déduire que la matrice A est positive si et seulement si, pour tout ¢ > 0, me_m mz < 1.

¢) En utilisant la gnestion T-5-a) et sans utiliser la question I-3-¢), montrer que pour tous s,
teRona: ¢ MemsA = et

PARTIE II : Formules de Trotter-Kato en dimension finie

Dans toute cette Partie, on considére d € N* ainsi que deux matrices A et B dans My(R). On va
chercher a établir la formule suivante dite de Lie-Trotter-Kato :

1l existe une constante Cap > 0 telle que, pour tous n. € N* el t € [0,1],
(e- tflfﬂc——tﬁ'/n)ﬂ o lAD) ” Cap
TE

<
2

Pour la suite on définit pour tous £ € [0,1] et n € N* les matrices

Sn,t _ C—t(A-‘,—B)J/n‘ Tn,t _ e—.‘.A,’ne—tB;’n’

1) Monfrer que, pour tous n € N* et ¢ € [0,1],

[Snell, < ellAlaFIBE)/m ot ITll, < A HIBE) /.
2) Soient n € N* et t € [0, 1].
n 1
a) Montrer que (Sn)" — (Tp)" = 32 (Sn,)™ (Supe = T )(Tng) 7
m—0

b) En déduire que [|(S,,)" — (T )" ||y < ne@AHIBL) g T .

3) En utilisant la définition de l'exponentielle d'une matrice, montrer qu’il existe une constante C'
telle que pour tous { € [0,1] et n € N* '

) C
ISne = Toal < -

4) En déduire la formule de Lic-Trotter-Kato.
5) On définit maintenant pour tous n € N* ¢t ¢ € [0,1] les matrices
Ry, = e~ 1A/(2m) g tB/ng—tA/(2n)

In utilisant ces matrices, adapter les questions précédentes pour montrer qu'il existe une constante
'y > 0 telle que pour tous n € N* ¢t ¢ € [0, 1] on ait

|H (e—m;(zn)c f,B[nC—tAf(‘Zn])n _ o—UA+B) m < C%B
2 T
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PARTIE I1I : Semigroupes d’opérateurs

Dans cette Partie on étend la définition de exponentielle d’une matrice aux opérateurs définis sur
des espaces de Hilbert et on introduit la notion de semigroupe d’opérateurs. On pourra utiliser les
résultats de la Partie L.

Pour la suite on appelera semigroupe sur un espace de Hilbert H une famille d’opérateurs U =
{Us € L(H,H), t € RT} satisfaisant les propriétés suivantes :

i) pour tous s, t € R, Uy o Uy = Uy,

i) Uy = 1d, Papplication identité sur H (Id(z) = = pour tout x € ?{),
iii) pour tout x € H, Uapplication t —s Uz est continue de Ry dans H.
On dira que le semigroupe est borné si de plus U]} <1 pour tout t > 0.

1) Dans cette question, d est un entier naturel non nul fixé et on considére une matrice A positive
de My(R). Pour tout t > 0, on pose U; = e~ 4,

a} Montrer que la famille U = {U;, t > 0} est un semigroupe borné sur R

Uiz —z
; =

—Amx.

b) Soit # € R% Montrer que lim
tc_>c’10

Pour la suite du probléme, lorsque H est un espace de Hilbert (de dimension finie ou nfinie) et U
un semagroupe borné sur H, on noie

ut.t — T

D(A)z{xe?iltli_r)uo

>0

existe } C H.

Pour tout z € D(A)}, on définit une applicaiton A : D(A) — H, appelée pénérateur de U, par

Uye —

On admettra que A est un opérateur. Dans la suite du probléme, on notera parfois Uy = etA.

2) Soit {Us, t > 0} et A son générateur.
a) Montrer que, pour tous s > 0 et x € D(A), on a sz € D(.A} .
b) Montrer que, pour tout s > 0 et z € D(A), on a Az = U, Azx.

3) Premier exemple. On consideére dans cette question # = £2(N,R) et, pour tous ¢ > 0 et

U = {Un)neN € H, on pose
- 4

| Wit = (67" tn)nen-

a) Montrer que W = {W,, t > 0} est un semigroupe sur H.

b) Montrer que la fonction 8, définie pour z > 0 par 6(z) = *—=142 et par §(0) — 0, est bornée
et continue sur R.,.

¢} Déterminer le générateur A de ce semigroupe et montrer que

D(.A)z{uE’Hi Zn‘*uﬁ<oo}.
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4) Second exemple. On considére 'espace de Lebesgue H = L2(R). On pose pour toute fonction
FeL?’R)ettoust>0et z € R,

Usf(z) = fla +1).

a) Montrer que, pour tout £ > 0, Uy € L(H,H) et US|l = ||f|| pour tout f € L*(R).

b) Soit ¢ une fonction continue & support compact. Montrer que la fonction ¢ — Ui est
continue de R dans L?(R).

c) En utilisant la question précédente, montrer que la famille Y = {l4;, t > 0} est un semi-
groupe, dont on notera A son générateur et D{A) son domaine.

d) Montrer que, pour toute fonction f € C'(R) & support compact, ona f € D(A) et Af = —f'.

5) Troisitme exemple. On considére de nouveau P'espace de Lebesgue £ = L2(R), et on considére
une fonction ¢ : R — R définie par ¥(z) = z si z < 0 et ¥(z) = 2z si ¢ > 0. On pose pour toute
fonction f € L*(R) et £ > 0 et z € R, Vi f(z) = f(¥(y~1(z) — ).

a) Montrer que, pour toute fonction f € L*(R) et tout réel t > 0, on a V;f € L*(R) et
Verll < 2| ]

b) Montrer que la famille V = {}}, ¢ > 0} est un semigroupe.
¢) Soit f € C}(R). Montrer que, pour presque tout 2 € R*, on a

lim 2@~ 1) _
‘Zﬁg t

—¢'(z)f'(2).

6) On définit la fonction caractéristique x7 d’un ensemble Z de R par xz{(z) = 1 si z € Z, et
xz(z) = 0 si z € Z. On considere les semigroupes U et V sur H = L%(R) donnés par le second et le
troisieme exemples. On pose enfin pour tout h > 0, fr = x{_j0}-

a) Montrer que, pour tous h > 0 et n € N*, on a (U, o V3)"fr = X{—h.nh}-

b) Pour h > 0, montrer que ||(Up o Vu)"fall = Vo + 1| fxll-
¢} En déduire que Uy, © Vy/y)™ ne converge pas dans L{L*(R), L*(R)).

PARTIE IV : Borne inférieure dans la formule de Trotter-Kato |

L'objectif de cette partie est d’obtenir une borne inférieure pour la vitesse de convergence dans la
formule de Trotter-Kato pour les opérateurs, en construisant un exemple.

Plus précisément, pour o €]1/2, 1] fixé, le but de cette section est de construire un espace de Hilbert
H, trois semigroupes sur H; que I'on notera {e=*4, ¢ > 0}, {e®5,1 > 0} et {e HAB) ¢ > 0}, et leurs
générateurs associés tels que la propriété suivante ait lieu :

Pour tout t €)0,1], # existe deuz constantes ¢, et Cp > 0
telles que pour tout n € IN¥,

- o< m —M/noeu_tﬁf‘n) . e—t(.A—FB)m < ng -~

On se concentrera dans cette partie sur I'inégalité de gauche et on utilisera les notations et
définitions relatives aux semigroupes données en début de Partie III. Pour toute cette partie, on
considere 'espace H = £2(N*,R?).
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Pour (Ap)ncN= une suite de matrices dans Mo(R), on construit un opéraleur A et son domaine
D4 CH de la maniére suivante : on pose

DA = {u € H: | {Anun)nGN* = H}

et pour tout w = (Up)pene € Da on pose Au = (Apity)nen-. Pour une scconde suite de matri-
ces (Bp)nen= de Ma(R), on construit de méme un opérateur B et son domaine Dg; on a donc
Bu = (Bt JnewN=. On construit enfin Uopérateur A + B et son domaine Datg, assocics de la méme
maniére & la suite (A, + Bp)pen+ de malrices de Mo(R).

1) Montrer Pinclusion D4 M D C D, g puis que D41 Dy est dense dans H.

2) On suppose que, pour tout n € N*, Ay est positive ct, pour tous u € H et { > 0, on définit

Ui = (e 1 ) pene.

a) Montrer que la famille {U;,t > 0} est un semigroupe.

b) Montrer que A est le générateur de ce semigronpe, et que D{A) = D 4.

On étudie maintenant un exemple. On considére les matrices I, J et K données dans la question I-
4) et on prend o €]1/2,1] ¢t a €]0,1]. On pose pour tout n € N*
i
—2o 2\
£ = 2(2n)7°°, f,, = arccos(1 ~ g,,), A==

-~

]

et on construit les matrices dans Mo(R) suwivantes :

Ay = A1 +n(J + 1)), By, = n(I + cos(0y,)J + sin{f,)K).

On considére enfin les opérateurs, domaines et semigroupes associés suivant la procédure expliquée au
début de celte partie.

3) On va établir certaines propriétés des opérateurs A et B.
a) Montrer que, pour tout u € D(A), on a (Au, u) = (u, Au) > |jul|*.
b) Moutrer que, pour tout n € N*, il existe une matrice P, orthogonale, que 'on déterminera,

telle que B, = B, (2{? g

) P, . En deduire que, pour tout 4 € D(B), on a (Bu,u) = (u, Bu) = 0.
Pour toute la fin du probléme, on définit les opérateurs A”, B® et (A+ B)® par

Au= (AZw),  Bru=(Bu), (A4 B)u= (A4 B)Su)
pour loul w € H. D’apreés la question TV-2-b), leurs domaines respeclifs sont donc D(A%) = D ga,

1) On va établir certaines propriétés des opérateurs A” et B2,

a) Montrer que, pour tous n € N* et u € H, on a ||BJu, ||, < a|A%u,|,-

b} Ln déduire que D(A%) C D(B®) et que pour toute suite u € D(AY) on a ||BYu| < a||A™u].

Dans les questions suivantes, on pourre utiliser les résultats de lo Partic 1.
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5) Montrer que, pour tout n € N*,

. L +b -
A+ B, = a,l + bn(cos(rbn)J + Sln(qf}n)f() — O, (u E: n . Eb ) o
T i

ol ay = A+n+An el b, = ny/A% + 2Xcos(0,,) + 1, tan(epy,) = sin(f,) /(A + cos(f,,)) avec ¢, €]0, /2|
ot ol (2, est une matrice orthogonale. .

Pour la suite, on note {e A > {J} le semigroupe associé & Uopérateur A suivant la procédure éludice
dans la question IV-2). De méme on note {E_I'B,t = 0} et {c‘t(AJFB),t > U} les semagroupes respec-
tivement associés aux opératcurs B et A+ B suivant la méme procédure.

6) Montrer que, pour tous n € N et { > 0, on a

7) On étudie dans cette question le terme Tr(e™"n+Bu)y pour t > 0 fixé considéré comme paramotre.

(c—tA/n 5 e—ss,m)“ _ o HALB) H| > _;_

T ((e—m,,;n.c m“/n)”) oy (e—L(An+Bn)) ‘ _

.a) Montrer que, pour tout n € N*, on a Tr (e_"("‘“J“B“)) = 2e~!4nch(th,).
b) Montrer que thy, = tn(A + 1) — %Tlen + O(nel). |
¢} En déduire que

T (e 1500 — (1 - nent O(nsi)) :

8) On ¢tudic dans cette question le terme Tr (e_m"‘f ne—tBn/ “)n) pour t > () fixé considéré de
nouvean comme parametre. On pose, pour tout n € N*,

¢n = ch(tA)eh(t) + sh(tA)sh(t) cos b,
dy, = sh(tA)eh(t) + ch(tA)sh(t) cos by,
e, = sh(t)sind,,.
Soit n€ N*.
a) Montrer que

Tr (( e—tAuing tBa ;n)“) —Tr ((C_m,, /(2n) o—tBy /n e—tAn;‘(‘Zn))n)

— e—tanTy ((e—e,\J;2e—.',(cos(sn)J+sin(ﬂn)K}C t,\.lﬁ)n) _

b) En utilisant les calculs de la Partie I, en déduire que

Tr ((e_m"’lne_m"f“) n) =e " Tr ((e, ] — d,J — ¢, K)").

¢) Montrer que ¢2 —d2 —e2 =1 ct en déduire qu'il existe denx réels positifs ©,, et k, tels que
¢ = chky,, d,, = shk, cos©,, et ¢, = shk,, sin ©,, avec
~ sh(tA)sh()
sh{t(A + 1))
d) En utilisant la question I-4), montrer que

kn =tA+1) En 4+ O(e2).
Tr (l_‘. t”'“’gnc_m“m)n = 2e""nchink,).

L7
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¢) En déduire que

~tAnfn —tBa/n" _ A _ sh(tA)sh(t) 2
Tr (e e ) ¢ (1 SO 1) 1))'n,sn + O(ney,) | -

9) Déduire des trois questions précédentes que, pour tout t €10, 1], il existe une constante ¢, > 0
telle que pour tout n € N*,

_ o T Cr
(c A/ g LB/n) e t(.A+B)H‘ >
o) x—1



