08 Développer des expressions polynomiales.

08 Développer des expressions polynomiales.

I Les polynoémes.

Exercice 1. C
Donnez la forme réduite des polynémes suivants :
1. —3X* +7X —4X +12X° + 2
2. TX® —8X +3+ X —TX + 12
3. 3X° +2X +4X + 12

Correction de 'exercice 1
1. =3X%+7X —4X +12X% +2 = =3X% + 3X + 12X° + 2
2. TXP —8X +3+X -7X +12=7X** - 14X + 15
3. 3X% +2X +4X + 12 = 3X% + 6X + 12

Exercice 2. C
Donnez la forme ordonnée et réduite des polynémes suivants :
1. 4X° —2X? + 7X - 14 + 3X
2. 23+ X +X°
3. 3X +4X° +9X +9

Correction de 'exercice 2
1. 4X%* —2X? +7X — 14 + 3X = 4X° - 2X? + 10X — 14
2. 23+ X+ X2 =X>+X+23
3. 3X +4X% +9X +9=4X*+12X +9

IT Développer.
1 Développer, réduire et ordonner.

2 La boite a outil pour développer.

ITT Exercice.

Exercice 3.
Développez, ordonnez puis réduisez les expressions suivantes.
a) A(z) = 4z(x + 3). b) B(z) = (3+ z)(2z —1).
¢) C(z) = (z+3)°. d) D(z) = (22 — 4)°.

e) E(z)=(-z+5)(—z-5).
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Correction de 'exercice 3

a) En utilisant la distributivité :

Alz) =4z Xz +42 X3

=4z° + 12z

En utilisant la double distributivité :

B(z)=(3+z)(2x +(-1))
=3x2rx+3x(-1)+zx2x+zx(-1)
=6r-3+22" —x
=22 +6z-2-3

=22° + 52 -3

b) Nous utiliserons ici une identité remarquable : (a + b)2 =a’> +2ab+b°. Avec a = x
et b=3.

Clz)=2"+2xzx3+3°

=2>+6x+9

¢) Nous utiliserons ici une identité remarquable : (a — b)2 =a® = 2ab+b°. Avec a = 2z
et b=4.

D(z) = (22)° -2 x (2z) x 4 + 4°
=2°2> — 162 + 16
=42° — 16z + 16

2

d) Nous utiliserons ici une identité remarquable : (a —b)(a + b) = a® —b°. Avec a = —x

et b=05.

E(z) = (-z)* =5
=2 - 15

-2-
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Exercice 4.

Développez, réduisez puis ordonnez les expressions suivantes :

1. A(z) = (z—=1)(z - 2)

2. B(z) = (11z - 12)°

3. O(z) = (z +5)*

4. D(z) = (z - 5)°

5 E(z)=(x+5)(z-5)

6. F(z) = (22 —7)°

7. G(z) = (3 +2z)°

8. H(z)=(11-2z)(11 + z)
9. I(x) = (Sx + 2)2

Correction de l'exercice 4

C 2 =3z +2.

[y

2> + 10z + 25
z* - 25.

42° — 28z + 49
42° + 122 + 9.
-z —121.
92% + B + %
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15.

16.
17.
18.

2t =227 +3r-6-2"—22" = 42> + 32 -6

J(x) = (73: - %)2

K()=(5-3)(5+%)

L(z) = (5 - 11z)*

M(z) = (12 + 13z)°

N(z) = (92 —4)(4 + 9z)

O(z) = (10z + 1 )
Plz)=(-z+1 2)

Q(z) =(0,7—2)(0,7 + x)

R(z) = (z=2)(2°+3) - (z+2)2>
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Exercice 5.
Développez, ordonnez puis réduisez les expressions polynomiales.

A(X) = (3X +4)(X - 5),

B(X) = 12(X — 3) — 14(X +4),
O(X) =11(X = 9) - 7(X - 1),
D(X) = 28X (3X% - 4X + 12),

E(X) = 3,2X°(5X° — 12X -
1,1),

F(X)=-2X(3X - X +2),
G(X) = 5X(X - 3),

H(X) =3X°(2X* - X +4),
K(X) = (X +3)(X +4),

Correction de I'exercice 5
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P(X)=3X>-X-20

Py(X) = —2X — 92

Py(X) =4X - 92

Py(X) =54X° - 112X° + 336X
Py(X)=16X"-38,4X% - 3,52X"
P(X) = —4X? —4X
Py(X)=5X%-3X

Py(X) = 6X" —3X% + 12X7
Po(X)=X>+7X +12
P(X)=2X"+5X +2

Pio(X)=6X"+5X — 6
- Pis(

X)=X>-7X +10

4

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

L(X) = (2X + 1)(X +2),
M(X) = (3X - 2)(2X + 3),
N(X) = (X - 5)(X - 2),
P(X) = (2X —1)(4X + 3),
Q(X) = (2X - 7)%,

R(X) = (5X - 2)(X +4),
S(X) = (3X +1,5)(2X - 3),
T(X) = (5X - 7)(0,5X — 1,2),
U(X) = (2X = 1,1)(X +4),
V(X) = (X -7)(X +7).
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Exercice 6.
Développez, ordonnez puis réduisez les expressions polynomiales.

1. A(z) = (2X - 3),

2. B(X)=[(2X% - 2X +3) - (2X” +3)] (5X° - 4X + 3),
3. C(X)=(3X —1)(5X = 2) + (X +2)%,
4. D(X) = (5X - 3)(3X +1) - (2X —4)(-X +5),
5. B(X) = (1,5X - 5)(1,5X +5) — (X - 1),
6. F(X)=(5X+2) - (X -3)?
7. G(X) = (3X -2)* - (5-4X)(4 - 6X),
8. H(X)=(X-1)(2X +3) + (X - 1)(X +2),
9. I(X) = (2X — 5)(2X +5),
10. J(X) = (3X + 1)(7X —2) + (X - 2)°,

—_
—_

CK(X)=(4X - 3)(3X +2) - (2X +5)(X - 3),
L L(X) = (1,5X —2)(1,5X +2) — (X +3)°,

L M(X) = (3X —2)° — (X —4)%,
CN(X)=(BX +1)* = (5-4X)(2 + 3X),
CP(X) = (X -1)(2X +2) + (X —1)(2X +2),
QX)) = (X +1)(X =-3)+ (X +1)(3X + 1),
CR(X) = (2X —4)(X —-1) - (X —2)(3X +2),
CS(X) = (X -3)(X +2) - (X —2)(2X + 1),
CT(X) = (X +1)(X —4) - (2X +8)(X +5),
L U(X) = (3X —2)° - (5X —4)(2 + 3X),
V(X)) = (X +2)(2X = 3) + (X = 1)(X +2).

I N R e e T T = T e S S
O O 00 g O Ot k= W N

Exercice 7.
Démontrez les égalités proposées, valables pour tout x réel.
1. (=22 +8)(z —7) = —22° + 22z — 56,
2. =9+ 6z +32° = —3(1 — z)(z + 3),
3. =3(z—-3)*+3=-3(z - 4)(z - 2).

Correction de I'exercice 7
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Exercice 8. C
Vérifiez que les trois formes proposées, A, B et C, correspondent & une méme
expression polynomiale.
1. A(z) = (z - 3)(z +5).
B(z) = 2° + 2z — 15.
C(z) = (z+1)" - 16.
2. A(z) = 2° - 2v/2z — 6.
B(z) = (z - 3v2)(z + v2).
C(z) = (z—-v2)>-8

3. A(z) = 22° + 32 — 2.
B(z) = 2z — 1)(z + 2).

Clz)=2(w+3) - 2.

Exercice 9. E
Est-il possible que 2® = 31 + 4 s'écrive pour tout x réel comme un produit de la
forme (z + 1)(az + b) avec a et b réels ?

Correction de I'exercice 9
Nous allons faire une démonstration par analyse-synthése.
2
Notons f(z) =z — 3z + 4.

Analyse.
Supposons que f(x) = (z + 1)(az +b).
Comme
(z+1)(az +b) = az” + (a + b)z + b,
et donc

ax’ + (a+b)x+ab=12" -3z +4.

L’écriture sous forme développée, réduite et ordonnée étant unique, nous identifions
les coefficients :

a=1
a+b=-3
b=4
Etdonc:a=1,b=—-4et b=4.
Synthése.
Les seules solutions possibles doivent vérifier a la fois ab = 1 X (—4) = —4 mais aussi

b =4 ce qui est impossible donc il n’y a pas de solution au probléme.

Il n’est donc pas possible de trouver une écriture de 2® — 3z + 4 de la forme
(x + 1)(az + ).

Démonstration plus bréve. Raisonnement par 'absurde.
Raisonnons par l’absurde en supposant que nous avons trouvé des nombres a et b tels
i 2
que pour tout x réel z° —3x +4 = (x + 1)(az + b).

-6-
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Alors en particulier, pour x = —1, 8 = 0, ce qui est impossible.

Nous avons donc démontré par I’absurde qu’il n’est pas possible de trouver
a et b tels que pour tout x € R, z° — 3z +4 = (z + 1)(az + b).

Exercice 10. E
A la calculatrice, une instruction A 3 compte pour 2 multiplications : x A 3 =
T Xx X

1. Premier exemple.
Soit f(z) = 2° + 4z + 3 sur R (forme A).

(a) Veérifiez que f(z) = 3 + x(x + 4) pour tout z réel (forme H).
(b) Combien d’opérations sont effectuées avec la forme A ? avec la forme
H?

(¢) On programme le calcul de f(z) pour x variant de 0 & 2 avec un pas
de 0,1. Combien d’opérations sont nécessaires avec chacune des deux
formes ?

2. Deuxiéme exemple.
Reprendre les questions a, b et ¢ de la question 1 pour f(z) = z* +22° -
32” + 4z — 1 (forme A) et f(z) = -1+ z(4+ 2(-3 + 2(2 + z))) (forme H).
3. Troisiéme exemple.
Soit f(z) = 42" +22° +32° — 42" + 22° — 32 + 42 - 1.
(a) Proposer la forme H associée.

(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c).

4. Quel est le gain obtenu en nombre d’opérations pour f(z) = 2+ 2" +

B4t v+ 17
On pourra programmer un algorithme pour effectuer un calcul de ce gain.

Correction de 'exercice 10
Cette méthode qui permet d’économiser les calculs et donc d’accélérer les programme
informatiques est appelé 1'algorithme de Hérner.

1. (a) Soit z € R.

3+z(z+4)=3+xXr+1Xx4
=3+2° +4x
=2’ +4z+3

= f(=)

-7-
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Avec la forme A : z Xz +4 Xz + 3. Il y a donc 4 opérations.

Avec la forme H : 3+ x X (z +4). Il y 3 opérations.

Il faut faire les calculs pour 0, 0,1, 0,2, ..., 2. Il faut donc calculer 21 images
par f.

Avec la forme H il faudra donc faire 21 fois 4 opérations, c’est-a-dire 81 opé-
rations.

Avec la forme A il faudra donc faire 21 fois 3 opérations, c’est-a-dire 63 opé-
rations.

Soit x € R.
“l+xz(4+z(-3+zx(2+2)))=-1+z(4+2(-3+xX2+xX1)))

=—1+z(4+2(2x° +22-3))
=—l+z(A+zxa’ +2x2x—2X3)
= —1+a(z” +22° - 3z +4)
=—l+axa’ +ax22° —x X3z +2x4)
=zt +22° -32" + 42 - 1
= f(=)

Forme A : 13 opérations.

Forme H : 7 opérations.

Forme A : 273 opérations.
Forme H : 147 opérations.

Soit x € R.

42" +22° +32° — 42 +22° — 327 + 42 — 1

f(z)

—1+4z - 327 +22° — 42 + 32° + 22° + 427

“1+2(4-3z+22° — 42" + 32" + 22° + 42°)
—1+z(4+2(-3+ 2z —42° + 32° + 22" + 42°))
“1+z(4+2(-3+2(2 -4z + 32" + 22° + 42")))
“1+z(4+2(-3+2(2+2(-4+ 3z + 22" + 42%))))

“1+z(d+2(-3+2(2+2(—4+2(3 + 2z + 427)))))
“1+z(d+2(-3+z(2+z(-4+z(3+2(2+4x))))))

Forme A : 35 opérations.
Forme H : 14 opérations.

Forme A : 735 opérations.
Forme H : 294 opérations.

-8
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1+

l+z+xXzx
l+z+axXzrz+arXae X
l+z+rXxrt+zXrXrt+rzXrXeXxe | 10
De proche en proche on obtient : 1 +2 + 3 + 4.

Il faut donc calculer S =142+ -+ + 50.
Nous utilisons 'astuce usuelle pour la somme des entiers naturels. Nous écrivons

deux fois la somme et nous additionnons terme & terme

| W=

1 +2 +3 +... +48 +49 +50
50 +49 +48 +... +3 +2 +1
51 +51 +51 +... +51 +51 +51

Ainsi 25 =50 x 51. Enfin : S = % = 1275.

Exercice 11. E
Soit  un nombre réel différent de 1, démontrez que

5
1-xz
x4+x3+x2+x+1= .
1=z
Correction de I'exercice 11
Il est possible d’utiliser le produit en croix.
Soit x € R\ {1}
Démontrer :
1— 25
vt 1= e
1-x
équivaut a démontrer :
4 3 2 1- 135
(:c +z" + +m+1)(l—,1‘) il - (1-1x)

Or :
4 3 2 )
(x +z" + +ac+1)(l—;r,)
4 3 2 4 3 2
=1Xx +1Xz" + 1Xx" + 1Xz + 1X1 —xXx +zXx" —axXx —zXe — X1

=1-2
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