Droites du plan.

Droites du plan.

I La définition moderne d’une droite.

Définition.

Définition 1

Soient A et B deux points distincts du plan euclidien.

Nous noterons (AB), et nous appellerons droite passant par A et B, 'ensemble

—
de tous les points M du plan tels que AM soit colinéaire & AB.

Remarques.
- IR . . . . ’ .
1. Le vecteur AB, ou n’importe quel vecteur qui lui soit colinéaire et non nul
est appelé un vecteur directeur de la droite.
2. Pour définir une droite il faut et il suffit que nous en connaissions un point A

A nouveau besoin de deux informations.

3. Cette définition de la droite ne dépend pas d’un repére choisi et est donc trés
générale.

Tracer une droite connaissant un point et un vecteur directeur.

Exercice 1.
Apreés avoir choisi un repére du plan dessinez la droite passant par A(2,1) et dont un

vecteur directeur est u = (_2>.

Exercice 2. Application.
On considére un point A(4;3).
Tracez quatre droites d, a d, passant par A et admettant respectivement pour vecteurs

directeursﬁ’(g) 17(1) 17(3) 17(_5 et uy 0
1132_2a 1173 0 43'

Correction exercice 2
L’idée principale est la suivante pour tracer une droite nous devons en connaitre deux
points. Nous connaissons déja A il faut en trouver un autre. Le plus simple est de prendre

—_—
. — - . . 9
le point B tel que AB = u. Une autre fagon de dire les choses nous cherchons I'image, B,
o . . >
de A par la translation de vecteur .
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En procédant de méme pour les autres vecteurs :
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Décrire une droite par un point et un vecteur directeur.

Exercice 3.
Sans justification donnez les coordonnées de 3 vecteurs directeurs de la droite 2 repré-
- —
sentée ci-dessous dans un repére (O, i,] )
Y
A
1, a
-
i
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Correction exercice 3

Il suffit de trouver les coordonnées d’'un vecteur « porté » par la droite. Pour avoir
davantage de vecteurs directeurs on peut lire d’autres coordonnées ou prendre les coor-
données du précédent vecteur multiplié par n’importe quel nombre.

Y

<]

i
-37]

-

Les vecteurs de coordonnées (_63); ( 21): (_36>

Exercice 4.
Dans chacun des cas suivants, indiquez si le vecteur u est un vecteur directeur de la

droite (AB).

1. A(=14;2), B(5;=3) et u(g) 3. A(5;2), B(0;=3) et a(i).
2. A(-7;3), B(5;1) et ﬁ(‘f). 4. A(4;-2), B(3;-4) eta(4é5).

Correction exercice 4

. . ¢ — L.
1. Déterminons si AB et w sont colinéaires.

der(TB7) - PTD
=12x1-(-6)x(-2)
=0

. . — ., .
Ainsi AB et u sont colinéaires donc :

U est un vecteur directeur de (AB).
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. . . TR — L,
2. Deéterminons si AB et w sont colinéaires.

det<ﬁ?3) - ‘—03_—52 —22‘
= (=5) x(=2) - (-5) x 2
=20

#0

. 4 —_ ., .
Ainsi AB et u ne sont pas colinéaires donc :

U n’est pas un vecteur directeur de (AB).

. . . a0 — L,
3. Déterminons si AB et uw sont colinéaires.

3—-4 4.5
4-(=2) 9

(=1) x 9 — (=2) x 4,5
0

det (E;ﬂ) =

. .2 — e, .
Ainsi AB et u sont colinéaires donc :

U est un vecteur directeur de (AB).

Exercice 5. Application.
Dans chacun des cas suivants, calculez les coordonnées de trois vecteurs directeurs de
(AB).

1. A(2;3) et B(—1;2). 3. A(3;0) et B(0;3).
2. A(-5;4) et B(3;1). 4. A(7;8) et B(T;9).

Correction exercice 5

1. Puisque A et B sont distincts AB est un vecteur directeur de la droite (AB). 2AB et

—
3AB sont donc deux autres vecteurs directeurs de (AB).

(:i’), (:g) t (:g) sont les coordonnées de trois vecteurs directeurs de (AB).

4
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2. ( 8 ), (i%) et (iﬁ) sont les coordonnées de trois vecteurs directeurs de (AB).

3. (O), (g) et (g) sont les coordonnées de trois vecteurs directeurs de (AB).

Parallélisme et vecteurs directeurs.

Maintenant que nous avons une définition de la droite nous allons reformuler
les propriétés des droites avec cette définition.

Définition 2

Nous dirons que deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont des
vecteurs directeurs colinéaires
Dans ce cas ont ont dit qu’elles ont la méme direction.

Exercice 6. Application.
On considére une droite d passant par le point A(3;1) et de vecteur directeur u (_32)
Soient B(7;-5), C(—4;6) et D(3;—4).
1. Tracez la droite d puis placez B, C et D.

2. Le point B est-il sur d?
3. Les droites d et (C'D) sont-elles paralléles ?

Correction exercice 6
1.

. . a4 — L.
2. Déterminons si AB et u sont colinéaires.

— ) | 7-3 -2
det(AB,u)—‘_5_1 3
=4x3-(-6)x(-2)
=0

—_—
Ainsi AB et W sont colinéaires donc B appartient & la droite passant ar A et de
vecteur directeur u.

B appartient a d.

-5-
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. . A ¢ —_ e, .
3. Déterminons si C'D et u sont colinéaires.

det (T ) = ‘3_‘4(_‘;” 7
=7x3-(=10) x (=2)
=1

. v 4 — ., .
Ainsi CD et u ne sont pas colinéaires donc :

d et (CD) ne sont pas paralléles.

Perpendicularité et vecteurs directeurs.

La perpendicularité de deux droites nécessite d’introduire une nouvelle opéra-
tion entre les vecteurs que vous verrez I’année prochaine appelé le produit scalaire.
Donc patience ...

IT Les équations cartésiennes de droites.
Equation cartésienne.
Exemple.

Proposition 1

- —
Soit (O, 1,7 ) un repére du plan euclidien.

(i) Pour toute droite Z il existe des réels a, b et ¢ (avec a et b non simultané-
ment nuls) tels que 2 est formée de tous les points M (x,y) pour lesquels
x et y vérifient ’équation ax + by + ¢ = 0.

(ii) Réciproquement étant donné des réels a, b et ¢ (avec a et b non simul-
tanément nuls), Pensemble des points M (x;y) tels que z et y vérifient
I’équation ax + by + ¢ = 0 est une droite.

Démonstration 1

(i) Soient A(z4,ya) et B(xp,yp) deux points distincts de 2.

-6-
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Me@«:vdet(A_M);@):O
T—Ta Tp—Ta
Y—Ya Y —Ya
= (z-24)(yp —ya) — (Y —ya)(@wp —74) =0

= (yp —ya)r — (g —24)y — 24y —ya) +ya(rp —14) =0

Donc en posant a = yp—ya, b= —(zp—r4) et c = —2A(yp—ya)+ya(zp—224)
nous obtenons bien que x et y sont solution de I’équation ax + by + ¢ = 0.

(if) Cette démonstration est plus technique et astucieuse. Nous n’en présenterons
ici que la trame.

Pour s’assurer que 1’équation est celle d’une droite nous devons trouver une
droite qui lui corresponde, i.e. un point et un vecteur directeur de cette droite.

Pour le point nous choisirons (—(g 0) sia+0 et (0; —%) sinon.

. . - [=b . . .
Pour le vecteur directeur nous choisissons 4 ( " ) (ce choix astucieux s’inspire

de la démonstration de (i)).

Il ne reste plus, en faisant comme au (i), qu’a vérifier que I’équation carté-

sienne obtenue pour ce point et ce vecteur directeur est bien : ax + by + ¢ = 0.
Remarques.

1. Une équation cartésienne n’est pas unique : x+3y+1=0et 22 +6y+2 =0
sont deux équations cartésiennes d’une méme droite, la seconde étant obtenue
en multipliant la premiére par 2.

2. Dans la suite de la legon nous distinguerons trois types de droites correspon-
dant & deux types d’équations différentes.

Qo

3. Le choix du vecteur directeur au (ii) de la démonstration est & retenir : si
une droite & une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 alors les

vecteur de coordonnées ( a ) en est un vecteur directeur.

Exercice 7.

. i d N L. . - -4
Soient (O, 1,7 ) un repére cartésien, A(3;—1) un point et u ~102)

1. Déterminez une équation cartésienne de la droite 2 passant pas A et de vecteur
directeur @.

2. Démontrer que B (O; —%) € 9.

Correction exercice 7
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1. La méthode de la détermination d’une équation cartésienne a partir d’un point et
d’un vecteur directeur est & connaitre.

Notons Z la droite passant pas A et de vecteur directeur .
Déterminons une équation cartésienne de 2.

Soit M(x;y) € 2.

—

. . Ewd s s o2 3
M € Z si et seulement si AM et u sont colinéaires, ce qui équivaut encore succes-
sivement a

det(m;ﬂ)) =0

TAM Ty, =0

Yam Yu
-3 -4 -0
y-(-1) -102|~

(x=3)x(-102) = (y+1)x(-4)=0
—-102x + 4y + 310 =0

2 : —102x + 4y + 310 = 0.

2. La méthode pour vérifier qu'un point appartient & une droite dont on connait une
équation est a savoir.

Veérifions que B € .

B € Z si et seulement si ses coordonnées vérifient une équation cartésienne de .

Or

155
—102zp + 4yp + 310 = =102 X 0 + 4 X (_T) + 310

=0

donc

B e 9.
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Exercice 8. Application.
Déterminez une équation cartésienne de la droite 2 passant A et de vecteurs directeur

-

U.

1. A(3;4) et ﬁ(_;). 3. A(5;—-10) et ﬁ(i’)

2. A(=2;5) et ﬁ(_o3). 4. A(0;4) et ﬂ(_‘r’l).

Correction exercice 8

1. 9: 2z +y—-10=0.

2. 9: =3xz—-y—-1=0.
3. Z: x+3y+25=0.
4. 9: -5y +20=0.

Exercice 9. Application.
Déterminez une équation cartésienne de la droite 2 passant par A et B.

1. A(2;1) et B(5:—6). 3. A(=1;7) et B(0;3).
2. A(-3;0) et B(1;1). 4. A(6;8) et B(3;2).

Correction exercice 9
1. =7x—-3x+17=0.

2. x—4y+3=0.
3. “dx—-y+3=0.
4. 6z —-3y—-12=0

Exercice 10. Application.
Soient A(—3;4) et B(2;1) et C(—1;-3).

1. Calculez les coordonnées du point M milieu de [AC].

2. Déduisez-en une équation cartésienne de la médiane issue de B dans ABC.

Correction exercice 10
1L M(-21)
1 —
2. gz —4y+3=0.

-9-
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Exercice 11. Application.
Déterminez une équation cartésienne de la droite Z paralléle & (AB) et passant par C.

1. A(5;4), B(~1;2) et C(4; -3).
2. A(-5;-1), B(6;4) et C(1;2).

Correction exercice 11
(AB) et Z sont paralléles si et seulement si tout vecteur directeur de ’'une est vecteur

directeur de ’autre droite.
1. =2z + 6y + 26 = 0.
2. bx— 11y + 17 =0.

Exercice 12. Application.
Déterminez une équation cartésienne de la droite (AB) puis vérifiez si A, B et C sont
alignés.
1. A(=2;4), B(7;2) et C(11;1). 3. A(-26;20), B(51;6) et C(30;10).
2. A(=4;-1), B(4;3) et C(44;23). 4. A(20;18), B(72;40) et C(124;62).

Correction exercice 12
1. 22 — 9y +40 = 0 Non.
2. —4x + 8y — 8 =0. Oui.
3.

Trouver un vecteur directeur grace a une équation cartésienne.
Nous allons utiliser la remarque faites précédemment : si une droite a pour

, . L - (=b .
équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 alors u( a en est un vecteur directeur.

Exercice 13.
Déterminez un vecteur directeur de la droite d.

1. d: 4z -3y +1=0.
2.d: z-5y+2=0.
3. d: —x+2y—5=0.

-10-
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Correction exercice 13

-b . . . .
1. ( “ ) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

Oricia=4,b=—3etc=1doncﬁ(i

2. Voici une autre fagcon de déterminer un vecteur directeur d’'une droite mais un

) est un vecteur directeur de d.

peu plus lourde. Trouvons deux points distincts A et B de d et alors AB sera un
vecteur directeur de d. Pour trouver un point choisissons une valeur de x au hasard
et cherchons une valeur de y correspondante e sorte que ce soit un point de la droite.
Cherchons (si possible) A € d de sorte que x4 = 0 alors on devrait avoir x4 — 5y +
2=0et donc yy = % A(O; %) est un point de la droite.

De méme si xg =1 alors yp = % et B ed.
T
Donc AB est un vecteur directeur de d.

-b . . . .
3. ( “ ) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

Oricia=-1,b=2et ¢c=-5 donc (:%) est un vecteur directeur de d.

Exercice 14.
Dites si les droites d et d sont strictement paralléles, confondues ou sécantes.

1.d: 2c0-6y+5=0etd: z-3y+2=0.
d: 4z —-3y+1=0etd: bz —4y+2=0.
d: 3z +9y+2=0etd: 12z + 36y + 8 = 0.
d: 3z+9y+2=0etd: 12z + 36y +8=0.

= 89 B9

Correction exercice 14

1. Déterminons la position relative de a et d'.

La position relative de deux droites (position de I'une par rapport a 'autre) dans
la plan (coplanaires) n’admet que deux possibilités qui s’excluent mutuellement :
— les droites sont sécantes,

— les droites sont paralléles (et en particulier éventuellement confondues).

A ce stade de la lecon pour démontrer le parallélisme nous allons utiliser les vecteurs
directeurs.

-b . . . .
( “ ) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne ax + by + c = 0

6 . 3 .
donc : W (2) est un vecteur directeur de d et T (1) est un vecteur directeur de d.

-11-
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., . . — — e ..
Déterminons si u et v sont colinéaires.

=6x1-2%x3
=0

. — — o, . ] .
Les vecteurs directeurs u et v sont colinéaires donc d et d sont paralléles.

Deux droites paralléles sont confondues si et seulement si elles ont au moins un
point en commun. Or P (O; %) € d mais P ¢ d donc

d et d' sont strictement paralléles.

2 T = (Z) et T = (‘5*) det (257) = -1 d }| d

12
(droites confondues).

3. = (_39) et U = (_36). det (%;7)=0.d || d. P(-2;0) edet P ed doncd=d

Equations réduites.

Les équations réduites sont des équations cartésiennes simplifiées qui font le
lien entre équation cartésienne et fonction affine.

Pour une fonction affine chaque valeur indiquée sur ’axe des abscisses est reliée
& une valeur sur ’axe des ordonnées. Les ordonnées, y, s’expriment en fonction des
valeurs en abscisses, .

Autrement dit pour définir un fonction nous devons obtenir une expression de
la forme : y = f(z). Nous allons l’obtenir a partir d’une équation cartésienne.

Exemples.

- =
1. Soit Z la droite dont une équation cartésienne dans un repére (O; 1,7 ) est
4 +2y —14 = 0.

dr+2y—14=0

-12-
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équivaut successivement a

dr + 2y —14—4x + 14 =04z + 14

2y =—-4X + 14
2y  —dx +14
27T 2
—4x 14
=3 tg
y=-=20+7

2. Soit d la droite dont une équation cartésienne dans un repére (0;7,?) est
8y +32=0.

3. Soit D la droite dont une équation cartésienne dans un repére <O; 7,7) est
3z +6=0.

Proposition 2 - équations réduites.

Soient :
rdiard
. (O; i,] ) un repére du plan,

. 2 une droite du plan.

(i) Si Z est parallele & 'axe des ordonnées alors elle admet une équation
réduite de la forme : x = r avec r une constante réelle.

(ii) Si Z n’est pas paralléle a ’axe des ordonnées alors elle admet une équation
réduite de la forme : y = mx + p avec m et p des constantes réelles.

Démonstration 2
Considérons une droite 2 d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 dans le repére

i P . P _b
(O; 7/.,(7). Nous utiliserons le fait que la vecteur de coordonnées ( " ) est alors un

vecteur directeur de Z et aussi le fait que a et b ne peuvent étre simultanément
nuls.
On distingue les deux cas.

(i) Premier cas : la droite est paralléle a I’axe des ordonnées.
. - (=b U .
Donc le vecteur directeur u( " ) est colinéaire & j et par conséquent : —b =0

et a # 0.
Ainsi I’équation cartésienne de 2 se simplifie en ax + ¢ = 0. Et puisque a # 0 :

r = =<,
a

-13-
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(ii) Second cas : la droite n’est pas paralléle & 'axe des ordonnées.
. - [=b s = i .

Donc le vecteur directeur u( " n’est pas colinéaire & j et nécessairement :
b#+0.
Ainsi I’équation cartésienne de 2 peut s’écrire : y = %}‘H + ;—f

Remarques.

1. Comme y = mx + p & mx —y + p = 0 nous pouvons affirmer que le vecteur
de coordonnées (m est un vecteur directeur de la droite d’équation réduite

Yy =max + p.
Nous obtenons ainsi une méthode de lecture graphique du coefficient directeur
d’une droite.

Yy Yy
A \ A
= NG
) //:fm =1 \\1\ mE —2
1 Y <
0 1 > 0 1 %7
p= \\
N

2. Nous reconnaissons, dans la seconde équation réduite, ’expression d’une fonc-
tion affine. m sera encore appelé la pente (ou le coefficient directeur) et p
I’ordonnée a lorigine.

Proposition 3

Soient :
. (O; 1,7 ) un repére d’un plan euclidien,
. A et B deux points distincts du méme plan.

Si (AB) admet une équation réduite de la forme y = mx + p alors

_YB—Ya
TR — XA’

Démonstration 3
En notant f : x +— mx + p nous remarquons que m est le taux d’accroissement

de f entre x4 et zp (puisque y4 = f(z4) et yp = f(zp)).

Exercice 15.
Exercices 67 a 94 page 195 du manuel Indice de seconde.

-14-
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