Les rationnels.

Les rationnels.

I Les fractions.

Une fraction est un nombre qui peut s’écrire comme le quotient d’un entier
(relatif) par un autre entier (relatif non nul).

Remarques :

1. Lorsqu’un nombre, dans son écriture décimale, n’a que des zéros a partir d’un
certain nombre de décimales alors on dit que c¢’est un nombre décimal. Ainsi :
2 315,895 643 = 2315,895643000... est un nombre décimal.

Tous les nombres décimaux peuvent s’écrire sous forme de fraction : 2 315,895 643 =
2315895643
1000000

2. Il existe des nombres qui ne peuvent pas s’écrire sous forme de fractions :
I'irrationalité de 7 est admise mais celle de V2 sera démontrée dans une
prochaine legon.

3. Rappelons une régle de priorité opératoire : dans une écriture fractionnaire
la division correspondant & la barre de fraction est la derniére opération
effectuée.

4. La manipulation des fractions nécessite de connaitre les régles d’addition
(réduire au méme dénominateur),

Q
a x ay + x
-+ — = /—
Y Y
de multiplication,
ax Q
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et de division

e
A

z
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Rappelons encore que pour simplifier une fraction il faut qu’il y ait un facteur
commun au numérateur et au dénominateur :

Q
a-xr _a
bz b
5. Une astuce d’écriture qui nous sera souvent utile 0
a 1
bob
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Rappelons enfin qu’il est impossible de diviser par 0.

Les régles de priorités pour l'instant se limitent & :

Priorité 1 Les calculs entre parenthéses ou crochets. S’il y a des parenthéses
emboitées les plus emboitées sont prioritaires. La barre de fraction

joue le méme role que des parenthéses autour des numérateurs et
dénominateurs.

Priorité 2 Les multiplications et division (+) en allant de gauche a droite.

Priorité 3 Les additions et soustractions en allant de gauche a droite.

IT Les nombres rationnels.

Les nombres rationnels sont les nombres qui peuvent s’écrire sous forme de
fraction. L’ensemble de tous les nombres rationnels est noté : Q.

Remarques :

1. Un entier est un nombre rationnel. Par exemple : —13 = _Tl?’

2. Les nombres décimaux peuvent s’écrire comme des fractions donc ce sont des

. .. 1

nombres rationnels. Ainsi : 0,1 = 0

3. Tl existe des nombres qui ne sont pas décimaux et qui sont rationnels. Ainsi
3 est un nombre rationnel mais son écriture décimale est infinie donc ce n’est
un nombre décimal.

4. Tous les nombres ne sont pas rationnels.

5. Lorsqu’un nombre rationnel a une écriture décimale infinie on préfére son

écriture fractionnaire.

Un nombre rationnel admet une écriture fractionnaire canonique (unique)
appelée la forme irréductible qui est obtenue lorsque le PGCD des numérateur
et dénominateur est 1 (ils n’ont pas de facteur commun). confer infra.

Proposition 1

Lorsqu’un nombre a une écriture décimale infinie périodique c’est un nombre
rationnel.

Remarques :

1.

Ce résultat est admis.
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2. On dit que Décriture est périodique lorsqu’une série de chiffre se reproduit
indéfiniment.

Exemples.
1. 0,333... est rationnel.
2. 45,78242424 ... est rationnel.

IIT Forme irréductible d’une fraction.

Nombres premiers.

Un entier naturel est dit premier si et seulement il a exactement deux diviseurs
distincts positifs.

Exemples.

1. 12 n’est pas un nombre premier puisqu’il est divisible par 2 et 3.

2. Les premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

3. 1 n’est pas un nombre premier car il n’a qu’un seul diviseur : lui-méme.

Décomposition en facteurs premiers.

Théoréme 1 - théoréme fondamental de I'arithmétique

Tout entier naturel supérieur ou égale a 2 admet une décomposition en facteurs
premiers unique & l'ordre des facteurs prés.

Exemples.

1. 12=2x2x 3 et 2 et 3 sont bien des nombres premiers.
2. 16=2x2x2x2=2"

3.36=2x2x3x3=2"x3"

Remarques.

1. Pour que I’écriture de la décomposition soit unique la convention est d’écrire
une seule fois chaque facteur premier & la puissance convenable et d’écrire les

. L . 2

facteurs dans ’ordre croissant. On n’écrira pas 3 X 2 X 3 mais 2 X 3°.

2. D’apreés ce théoréme tous les résultats sur les nombre entiers naturels peuvent
se ramener i des résultats sur les nombres premiers.

Exercice 1. @
Déterminez la décomposition en facteurs premiers de 180.
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Forme irréductible d’une fraction.

Le nombre % peut encore s’écrire %. L’écriture fractionnaire d’'un nombre n’est
pas unique. Ceci pouvant produire de la confusion les mathématiciens ont retenu
une écriture fractionnaire qui est unique : la forme irréductible d’une fraction.

Proposition 2

Tout nombre rationnel s’écrit de facon unique comme une fraction dont le
numeérateur et le dénominateur non pas d’autre commun diviseur que 1 (ou
-1).

Exemples.

1. % est une forme irréductible.

2. % n’est pas une forme irréductible puisque 14 et 21 admettent 7 pour diviseur

. L 2xT _ 2
commun : oo = 2= = 2.

3. En toute rigueur la forme irréductible de I'entier 5 devrait s’écrire f cepen-
dant 'usage veut que nous usions de ’écriture la plus simple : 5.

Remarques.

1. Des nombres entiers qui n’ont pas de diviseur commun autre que 1 ou —1
sont dits premiers entre eux.

2. Pour trouver la forme irréductible d’une fraction il faut recherche le plus
grand facteur commun au numérateur et au dénominateur qu’on appelle le

P.G.C.D. (plus grand commun diviseur). Le P.G.C.D. s’obtient grace a ’al-
gorithme d’Euclide.

3. Dans la pratique pour trouver la forme irréductible nous utiliserons des dé-
compositions en facteurs premiers.

Exercice 2. @

12
Donnez la forme irréductible du nombre rationnel %

IV Exercices.

Exercice 3. @
Evaluez les quantités suivantes en donnant le résultat sous forme de fraction irréduc-
tibles. :

1. A=+ +

|_J;\1IM
EN(E N

2. B= 35—
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3
3
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Nous dirons qu’un calcul est un quotient si la derniére opération effectuée en
respectant les priorités opératoires est une division.

Exercice 4. @
Evaluez les quantités suivantes en donnant le résultat sous forme d’une fraction irréduc-
tible :

4
—4 4. D=3
- — 6
L A=-7-3 7
2 6 3
QB_§><7 5E=§
2 3 4

s 0= 2 x(-2) 0

4 -6 _ 275
6. ' = 1 X§
7

Exercice 5. Application.
Calculez et donnez le résultat sous forme de fraction irréductible.

-3 1 256 245
]..A:T-Fg. 4D=ﬁXm
2 3 PRAB LA
2.B=6X7. 5.E=6 3+_.
56 13
3. C §+@
’ 49 37

V Construction géométrique des nombres. (.

Avant de les considérer comme des nombres les Grecs manipulaient les rationnels
en tant que rapport de grandeurs : 3 est par rapport a 6 ce que 1 est par rapport
a 2. Nous parlerions, nous, du nombre %

De méme 6 est & 3 ce que 2 est & 1. Dans ce cas nous parlons nous de 2. Le
nombre associé & un rapport est en fait le coefficient multiplicateur qui permet
de passer de 'un a autre. Or si vous fltes attentifs au collége qui dit coefficient
multiplicateur dit en géométrie ...

Exercice 6. Recherche.
Etant donné A, B et C trois points distincts non-alignés du plan, en utilisant la régle
non graduée et le compas, dessinez la paralléle a (AB) passant par C.

Exercice 7. Recherche.
Nous allons dessiner & la régle non graduée et au compas la longueur 2.

5
1. Dessinez deux points distincts O et I (pas trop éloignés). Nous appellerons désor-
mais 1 la longueur OI.
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Construisez le point A sur la demi-droite [O1) tel que OA = 3.

Dessinez un point J tel que OI.J soit isocéle rectangle en O.

Construisez le point B sur la demi-droite [OJ) tel que OB = 5.

Notons M le point d’intersection de la paralléle a (AB) passant J et (OI).
Construisez M.

AN A

6. Dites ofi est dessinée la longueur g sur la figure puis justifiez-le.

En considérant dans D'exercice précédent le repére (O,I,J) nous voyons que
nous somme désormais capable de dessiner & la régle et au compas tous les points
a coordonnées rationnelles.
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