Equations réduites de droites.

Equations réduites (a partir des équations cartésiennes).

Les équations réduites sont des équations cartésiennes simplifiées qui font le lien entre
équation cartésienne et fonction affine.

Pour une fonction affine chaque valeur indiquée sur ’axe des abscisses est reliée a une
valeur sur 'axe des ordonnées. Les ordonnées, y, s’expriment en fonction des valeurs en
abscisses, x.

Autrement dit pour définir un fonction nous devons obtenir une expression de la forme :
y = f(x). Nous allons I'obtenir & partir d’une équation cartésienne.

Exemples.

1. Soit Z la droite dont une équation cartésienne dans un repére (O; 7,7) est 4o + 2y —
14 = 0.
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2. Soit d la droite dont une équation cartésienne dans un repére (O; % ,7) est 8y+32=0.

- =
3. Soit D la droite dont une équation cartésienne dans un repére (O; 1,9 ) est 3x+6 = 0.

Proposition 1. Soient (O; 7,7) un repére du plan, Z une droite du plan.

(i) Si Z est paralléle a ’axe des ordonnées alors elle admet une équation, dite réduite, de
la forme : « = r avec 7 une constante réelle.

(ii) Si 2 n’est pas paralléle & 'axe des ordonnées alors elle admet une équation réduite de
la forme : y = mx + p avec m et p des constantes réelles.

Démonstration. Considérons une droite ¥ d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 dans

le repére (O;g,j). Nous utiliserons le fait que le vecteur de coordonnées ( " ) est alors un

vecteur directeur de Z et aussi le fait que a et b ne peuvent étre simultanément nuls.
On distingue les deux cas.

(i) Premier cas : la droite est paralléle a 1’axe des ordonnées.
Donc le vecteur directeur u (_ab) est colinéaire & ; et par conséquent : —b =0 et a # 0.
Ainsi I’équation cartésienne de 2 se simplifie en ax + ¢ = 0. Et puisque a # 0 : x = %C
(ii) Second cas : la droite n’est pas paralléle & 'axe des ordonnées.
Donc le vecteur directeur u (:Lb) n’est pas colinéaire a 5 et nécessairement : b # 0.

Ainsi I’équation cartésienne de & peut s’écrire : y = _—baw + _T“



Remarques.

1. Nous reconnaissons, dans la seconde équation réduite, I’expression d’une fonction affine.
m sera encore appelé la pente (ou le coefficient directeur) et p Pordonnée a origine.
Par conséquent ce résultat démontre que la courbe représentative d’une fonction affine
est une droite qui n’est pas paralléle a I’axe des ordonnées (résultat que vous connaissez
et utilisez depuis le college).

2. Les propositions réciproques de celle de la proposition sont également clairement vraies.
Nous arions pu écrire cette proposition avec des équivalences.

3. Les équations réduites sont préférables aux équations cartésiennes en ceci : une droite
admet une infinité d’équations cartésiennes mais une unique équation réduite.

EXERCICE 1. Dans le plan muni d’un repére orthonormé. On considére les droites d; et do
dont on donne les équations réduites. d; : y = —%x + E et dy: x =—-4.
1. Déterminez si les points A(S, - g), B (—4,%) et C(Z, - é)
2. Donnez deux points distincts des précédents appartenant a d; et ds.
3. On admet que d; et dy sont sécantes déterminez les coordonnées de leur point d’inter-
section.

EXERCICE 2. Déterminez une équation de la droite d de pente —5 est coupant ’axe des
abscisses au point A(4;0).

Pente, alias coefficient directeur.

-
Proposition 2. Soient (O; 2,7) un repére d’'un plan euclidien, A et B deux points

distincts du méme plan. Si (AB) admet une équation réduite de la forme y = max + p alors

m = YBZYA
rTB—TA
Démonstration.
Y —ya _ map +p— (mra+p)
T —TA Ip —TA
_ m(zp —x4)
T X —Ta
=m
Remarques.

1. En notant f : x = max + p nous remarquons que m est le taux d’accroissement de f

entre x4 et xp (puisque y4 = f(z4) et yp = f(zR)).

2. On décrit cette formule en disant « variation des y sur variation des x ». En utilisant
les notations de la physique : m = %.

3. Remarquons enfin que cela signifie que les variations de y et les variations de x sont
proportionnelles, m étant le coefficient de proportionnalité.

4. Comme y = mx +p & mz —y + p = 0 nous pouvons affirmer que le vecteur de
1
coordonnées (m) est un vecteur directeur de la droite d’équation réduite y = mx + p.

Nous obtenons ainsi une méthode de lecture graphique du coefficient directeur d’une
droite.
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Exemples.
1. Soient C(2, —3) et D(-5;7).
Déterminons I’équation réduite de (C'D).
Les abscisses de C et D sont distinctes donc (C'D) admet une équation réduite de la
forme y = mz + p.

Le coefficient directeur de (C'D) est m = ¥€=¥0 = =37 - _10
ro-Tp 2—(-5) 7
De plus, en notant p l'ordonnée & Dorigine, dire que C' € (CD) signifie que : yo =
—1—70330 + p. Cette derniére égalité équivaut successivement a : —3 = —% X 2 + p, puis
1
1=y
7

(CD): y=—-2g—

1
7 7"

2. Si M(3;2) et N(3;5) alors (M N) n’admet pas d’équation réduite de la forme y = mz+p
car les deux points ont la méme abscisse (et donc (M N) est paralleéle & I'axe des
ordonnées). Dans ce cas la droite n’admet pas de pente (¢a n’a pas de sens).

3.8id: y=-Tz+1 alors u (_17) est un vecteur directeur de d.
EXERCICE 3. Donnez, lorsqu’elle existe, la pente de la droite d.

a) d: y=3,3z+6,5. b) d: y=2. c) d: y=-7T—u.
d) d: y=22 e) d: x=-08. f) d: 4

EXERCICE 4. Déterminez la pente de chacune des droites tracées ci-dessous dans un repére.
Y

o

ds

N

EXERCICE 5. Déterminez la pente de chacune des droites.

a) La droite d d’équation —8z + 3t + 5 = 0.
b) La droite (AB) avec A(-1,—-9) et B(2;6).

EXERCICE 6. Déterminez ’équation de la droite passant par A et de pente m.



a) A(1,-3) et m=-5. b) A(3;0) et m = % c) A(2;3) et m =0,75.
d) A(-6,-5) et m=0.

EXERCICE 7. Déterminez la pente de (AB) puis son équation réduite.

a; A(7,-1) et B(0;2). b) A(-3;4) et B(3;10). c) A(1,-1) et B(4;1).
d) A(0,-5) et B(2;-1).

Proposition 3. Si une équation cartésienne d’une droite d est ax + by + ¢ = 0 et si d
admet une équation réduite de la forme y = maz + p alors m = —%.
Démonstration. En résolvant I’équation cartésienne en y ou avec le vecteur directeur de

coordonnées ( _ab) .

Remarques.
1. Comme nous l'avions déja noté il y a un lien entre le vecteur directeur et le coefficient

. 1 ) , .
directeur : " sont les coordonnées d’un vecteur directeur.

Parallélisme et équations réduites.

Proposition 4. Les droites admettant des équations réduites de la forme =z = a avec
a € R sont toutes paralléles entre elles.

Deux droites admettant des équations réduites de la forme y = mx + p sont paralléles si
et seulement si elles ont la méme pente.

Les droites d’équations de la forme x = a et celles d’équations de la forme y = mx + p ne
sont jamais paralléles.
Démonstration. Les droites d’équation z = a sont toutes paralléles a ’axe des ordonnées
donc elles sont paralléles entre elles.

(1
U (m étant un vecteur directeur de la droite d’équation y = mzx + p deux telles droites

sont paralléles si et seulement si elles ont le méme coefficient directeur.
Les droites d’équations y = mx +p et & = a sont sécantes en (a,ma+ p) donc elles ne sont
pas paralléles.
Exemples.
1. dy: x=-12et dy : = =7 sont paralléles (et paralleles a 'axe des ordonnées).
2. dy: y=3rx+1letdy: y=2x—1n’ont pas la méme pente donc elles sont sécantes.
3.dy: y= —%x +7etdy: y= —%x — 4 ont la méme pente donc d; || ds.
4. dy:x=2etdy: y=—-3x+ 1 sont sécantes.

Lecture graphique.

La lecture graphique de I’équation réduite utilise les résultats vus précédemment.

1. Lecture directe de I’ordonnée a ’origine p : il s’agit de I’ordonnée du point d’intersection
de la droite et de I'axe des ordonnées.

2. Lecture directe du coefficient directeur : on part d’un point de la droite on se dé-
place d’une unité vers la droite, le coefficient directeur est le nombre d’unités avant
de rejoindre la droite en se déplagant & la vertical (positif en montant et négatif en
descendant).

3. Lecture presque directe du coefficient directeur : %

4. Lecture indirecte du coefficient directeur : relever les coordonnées de points A et B

yA-YB

puis utiliser la formule m = .
TA-TRB



5. Calcul de p : si la lecture n’est pas possible trouver d’abord m puis calculer p en
exprimant le fait qu’un point appartient a la droite.

EXERCICE 8. Dans le repére ci-dessous sont dessinées des droites.

Déterminez les équations réduites des différentes droites.

Pente et tangente.

Proposition 5. Soient (0;7,7) un repére du plan, A et B deux points distincts du

a—
plan d’abscisses distinctes. Le coefficient directeur de (AB) vérifie : tan (1,AB | = m.

Démonstration. Démonstration élémentaire avec la définition vue au collége possible.
Remarques.
1.

Exercices.

EXERCICE 9. Déterminez un vecteur directeur de la droite et, lorsqu’elle existe, la pente
de la droite décrite.

a) La droite d d’équation 3z — 2y = 0. b) La droite (AB) avec A(3;9) et B(2;4).
¢) La droite d d’équation y = —4. d) La droite d’équation = + 5y + 2 = 0.

EXERCICE 10. Dans un repére orthonormé (O,I,.J) on considére les droites d : y = =3z +4
et d': y=%w—1.
1. Représentez ces deux droites.
2. Que représentent, pour (d) et (d'), les points P(0;4), P'(0;—1) et A(%; —%) ?
3. Déduisez-en que les droites (d) et (d') sont perpendiculaires.
EXERCICE 11. Dans un repére orthonormé (O,I,J) on considére les points A(—-3;—-2),
B(2;-1) et C(1;4).
1. Placez ces points.
2. Déterminez une équation des médianes du triangle ABC issues des sommets A et B.
3. Que représente le point M (0; %) pour le triangle ABC'?
4. Déterminez les coordonnées du point d’intersection des droites (CM) et (AB).
5. Que représente ce point pour le segment [AB]?
EXERCICE 12. Dans le repére (O,I,J), on considére les points A(1,2), B(-1,4), C(-2;3)
et D(1;m).



1. Utilisez un raisonnement par contraposée pour montrer que si les droites (AB) et (C' D)
sont sécantes alors m # 0.
2. Utilisez un raisonnement par ’absurde pour montrer que si m # 0 alors les droites
(AB) et (CD) sont sécantes.
3. Dans cette question, on suppose que m = —3. On considére les droites d’équation
y=-—x+3ety=-2x-1
(a) Associez ces équations aux droites (AB) et (CD).
(b) En utilisant le point F(—4;7), utiliser un raisonnement par contre-exemple pour
montrer que les droites (AB) et (C'D) ne sont pas paralléles.
(¢) On consideére la droite (d) d’équation y = x + 1. Utilisez un raisonnement par
disjonction des cas pour montrer que les droites (AB), (CD) et (d) ne sont pas
concourantes.

EXERCICE 13. Les données sont codées sur la figure suivante :

On se place dans le repére (A,B,C).

1. Donnez les coordonnées des points A, B et C.

2. Déterminez les coordonnées des points M, N puis L.

3. Donnez une équation de la droite (ML) et en déduire les coordonnées du point [
intersection des droites (AB) et (M L). Précisez la position du point I sur le segment
[ML].

4. Retrouvez ce résultat par une autre méthode non analytique.

EXERCICE 14. On donne le bénéfice d’une entreprise, en million d’euros, entre 2012 et
2017.

Année | Rang de 'année x | Bénéfice y
2012 0 1,23
2013 1 1,38
2014 2 1,62
2015 3 1,70
2016 4 2,02
2017 5 2,31

1. Dans un repére (O,1,J) ou OI = OJ = 2 construisez le nuage de points de coordonnées
(z,y).
2. (a) Calculez T; et y, respectivement la moyenne des abscisses et la moyenne des
ordonnées des trois premiers points du nuage.
(b) Placez le point G, (Z1,y,).
3. (a) Calculez Ty et y, respectivement la moyenne des abscisses et la moyenne des
ordonnées des trois derniers points du nuage.
(b) Placez le point G5(T2,y,) et tracez la droite (G,G5).
4. On suppose que la droite (G;G5) donne I’évolution du bénéfice de 1’entreprise.

(a) Calculez le bénéfice prévisible pour 2020.



(b) Selon ce modéle, en quelle année le bénéfice devrait-il dépasser quatre millions
d’euros ?



