Quadrilatéres.
Quadrilatéres (convexes) du plan.

Quadriltére
(non croisé).

1
Parallélogramme.

T T

Rectangle. Losange.

Carré.

1 Parallélogramme.

Proposition 1. Pour qu'un quadrilatére soit un parallélogramme il faut (conditions né-
cessaires) et il suffit que (il n’y a pas besoin de conditions supplémentaires) : ses diagonales
se coupent en leur milieu.

On utilise aussi d’autres conditions nécessaires et suffisantes :

1. les cotés opposés sont paralléles deux a deux;

2. les cotés opposés sont de méme longueur deux a deux;
3. deux cotés opposés sont paralléles et de méme longueur ;
4. les angles opposés ont méme mesure deux a deux;

5. ses angles consécutifs sont supplémentaires deux & deux.

2 Rectangle.
Pour qu’un parallélogramme soit un rectangle il faut et il suffit qu’il vérifie I'une des
propositions suivantes :

1. il posséde un angle droit;
2. les diagonales ont méme longueur ;

3 Losange.

Pour qu’'un parallélogramme soit un losange il faut et il suffit qu’il vérifie I'une des
propositions suivantes :
1. il posséde deux cotés consécutifs de méme longueur;

2. les diagonales sont perpendiculaires;

4 et 5 Carré.

Pour qu’un rectangle soit un carré il faut et il suffit qu’il vérifie 'une des proposition
suivantes :



1. il posséde deux cotés consécutifs de méme longueur ;
2. les diagonales sont perpendiculaires;

Pour qu’un losange soit un carré il faut et il suffit qu’il vérifie I'une des proposition
suivantes :

1. il posséde un angle droit ;

2. les diagonales ont méme longueur ;

Remarques.

1. Ainsi le carré est un losange ou un rectangle particulier, le rectangle et le losange
sont des parallélogrammes particuliers. Les carrés, les losanges et les rectangles sont
nécessairement (i.e. forcément) des parallélogrammes.

2. Ce travail peut étre complété en ajoutant le trapéze.

3. Certaines caractérisations ne sont plus valables si les quadrilatéres ne sont pas convexes.

Géomeétrie classique.

EXERCICE 1. On considére un trapéze ABC'D de bases [AD] et [BC']. On place E sur le
segment [AD] et F sur le segment [ BC] tels que AE = CF.

1. Faites une figure & main levée.

2. Démontrer que AFCE est un parallélogramme.
Exercice 1. Le résultat est a peu prés immeédiat puisque , par construction, les cotés [AFE] et [CF]
sont paralléles et de méme longueur.

EXERCICE 2. On considére un quadrilatére quelconque ABC'D et on place les milieux 1,
J, K et L des cotés [AB], [BC], [CD] et [DA].

1. Faites deux figures distinctes illustrant cet énoncé.

2. Emettez & partir des précédentes figures une conjecture.

3. Démontrez a 'aide de la propriété des milieux, que la droite (I.J) est paralléle a la
droite (AC).

4. Démontrez la conjecture formulée.

EXERCICE 3. On considére deux points O; et Oy tels que O,0, = 3 cm. Les cercles de
centres O; et O, de rayon 4 cm se coupent en P; et Ps.

1. Faites une figure.

2. (a) Quelle est la nature du quadrilatére O POy Py ?
(b) Quelle est la position relative des droites (0O10,) et (P Py)?
(¢) La droite (P, P,) est-elle une bissectrice de angle Oy P, O, ?



Géométrie repérée.

EXERCICE 4. Représentez les points proposés dans un repére orthonormé (O,I,.J). Conjec-
turez la nature du quadrilatére ainsi construit puis démontrez cette conjecture.

1. M(-1;3), N(3;2), P(3,-2), Q(-2,-1).

2. A(1;3), B(5;1), C(3,-1), D(-1;1).

3. E(3;1), F(2;3), G(-4;0), H(-3, - 2).

4. P(=3;4), Q(-2;1), R(1;0), S(0;3).

5. U(1;3), V(3,-1), W(-1, -3), S(-3;1).
Exercice 4.

1. Conjecturons le résultat en dessinant la situation.
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Le quadrilatére ne semble pas méme étre un parallélogramme.
2. ABCD semble étre un parallélogramme démontrons-le.
Notons M le milieu de [AC]. Nous avons

rA txC _yatyc
ITM = "5 Ym = "5
_1+3 3+ (-1)
T2 =T
=92 =1
Donc : M(2;1).
Notons N le milieu de [ BD]. Nous avons
oy =2B1ZD yy = YBHYD
2 2
5+ (=1) 1+1
-T2 -T2
=9 =1

Donc : N(2;1)
Par conséquent : M = N.
Les diagonales de ABC'D se coupant en leur milieu nous pouvons affirmer que

ABCD est un parallélogramme.

3. Démontrons que FFGH est un rectangle.
Démontrons tout d’abord que FFGH est un parallélogramme.
Notons I le milieu de [ EG]. Nous avons

oy = ZETTG y _ye+tyc
2 ! 2
3+ (-4) 140
ST 2 T2
1 1
=3 =3
Donc:](—%;%).



Notons J le milieu de [ FH]. Nous avons

_ T txH _Yrtym
s ="y

2+ (-3) _3+(-2)

- 2 - 2

1 1

T2 )
Donc:J(—%;% .

Ainsi: I = J. Autrement dit les diagonales de EF'GH se coupent en leur milieu et donc EFGH
est un parallélogramme.

Démontrons que le parallélogramme EFGH est un rectangle.
Il suffit de montrer que, par exemple, ses diagonales sont de méme longueur.
(0,1,J) étant orthonormé :

EG=\(z5 -20)% + (yp - ya)?
=\VB- (9P +(1-0)
- V50
=5V2

et

FH=\(zp —21)? + (yr -y )?
=V2- (-3)2+[3- (-2)?
- V50
=5V2

Donc : EG = FH. EFGH est donc un parallélogramme dont les diagonales ont méme longueur.
Autrement dit :

EFGH est un rectangle.

. Démontrons que PQRS est un losange.
Démontrons tout d’abord que PQRS est un parallélogramme.
Notons I le milieu de [ PR]. Nous avons

IIZZ'P"'Z'R ylzyP+yR
2 2
-3+1 4+0
=— =—
-1 =2

Donc : I(-1;2).

Notons J le milieu de [QS]. Nous avons

IJ:xQ+IS yJ:yQ+yS
2 2
-2+0 1+3
) -T2
-1 =2

Donc : J (-1;2).
Ainsi : I = J. Autrement dit les diagonales de PQRS se coupent en leur milieu et donc PQRS
est un parallélogramme.

Démontrons que le parallélogramme PQRS est un losange.
I1 suffit de montrer que, par exemple, que deux cétés consécutifs sont de méme longueur.



(0,1,J) étant orthonormé :

PQ = \/(UKP -20)? + (yp - yo)*

= V-3 - (=2))2 + (4-1)2
- V10

et

QR =\/(zg - xr)? + (yo - yr)>
=(~2-1)2+ (1-0)?
- V10

Donc : PQ = QR. PQRS est donc un parallélogramme dont deux cotés consécutifs ont méme
longueur. Autrement dit :

PQRS est un losange.

. Démontrons que UVW S est un carré.
Démontrons tout d’abord que UVW S est un parallélogramme.
Notons I le milieu de [UW]. Nous avons

_ Ty taw _Yu tyw
=Ty yr=—"o
1+ (-1) _3+(=3)
=5 =
=0 =0
Donc : 1(0;0).
Notons J le milieu de [V'S]. Nous avons
_ Ty tTg Yyv +yYs
Tj= 5 Yi= T
_3+(=3) -1+1
-2 T2
=0 =0
Donc : J (0).

Ainsi : [ = J. Autrement dit les diagonales de PQRS se coupent en leur milieu et donc PQRS
est un parallélogramme.

Démontrons que le parallélogramme UV WS est un losange.

II suffit de montrer que, par exemple, que deux cotés consécutifs sont de méme longueur.
(O,I,J) étant orthonormé :

uv = \/(QCU —zv)? + (yu —yv)?
=V(1-32+[3- (-1
-8
=2V2

et

VW = @y —aw)? + (yv —yw)?
=VB- (DR +[-1-(-3)P
=3
=2v2




Donc : UV = VWW. UVW S est donc un parallélogramme dont deux cotés consécutifs ont méme
longueur. Autrement dit c’est un losange.

Démontrons que le losange UVW S est un carré.
Il suffit par exemple de démontrer que UVW S a des diagonales de méme longueur.
(0,I,J) étant orthonormé :

UW = \/(IU —aw)? + (yu —yw)?

=VI1- ()R +[3-(-3)]
_ V55

et

VS = (v —25)? + (yv —ys)?

=VB- (3P +(-1-1)?
- V85

Donc : UW = VS. UVWS est donc un losange dont les diagonales ont méme longueur.
Autrement dit :

UVW S est un carré.

EXERCICE 5. [AB] et [CD] sont deux diamétres quelconques d’un cercle C. Quelle est la
nature du quadrilatére ACBD ?
Exercice 5. Démontrons que ACBD est un rectangle.

ACBD est un parallélogramme puisque ses diagonales [AB] et [C'D] se coupent en leur milieu
(qui est le centre du cercle).

[AB] et [CD] étant deux diameétres d’un méme cercle AB = C'D. Ainsi les diagonales du paral-
lélogramme AC' BD ont méme longueur et par conséquent

ACBD est un rectangle.

EXERCICE 6. Considérons un parallélogramme ABC'D dans un plan muni d’un repére.
Sachant que A(-1;7), B(—20;100), C(3;107) et D(22;yp), déterminez 1’ordonnée yp du
point D.
Exercice 6. Déterminons 'ordonnée de D.

Notons M le milieu de [AC].

Nous avons

_Yyatyc
Ym p)
_7+3
T2
=5
Et puisque M est aussi le milieu de [ BD].
_YB+YD
Ym =5
_ -20+yp
0= g
-20 +
5x2 = —20+yp X2
2
_(=20+yp)x2
10= 2% 1
10 = -20 + yp
10+20 = =20 + yp+20
30 = YD



Yp = 30.




