Généralités sur les ensembles.

L’ensemble est un objet fondamental en mathématique car il sert & la construction de
tous les autres objets. Cependant il est tant fondamental que sa construction reléve d’un
domaine trés abstrait et trés déroutant pour la plupart : la logique.

Ensembles.

Définition 1. Un ensemble est un objet mathématique qui regroupe des éléments dont
aucun n’est en double.

Dans cette lecon nous parlerons d’ensembles. L’ensemble est un objet mathématique a
part entiére. Ce mot ne signifie pas ici que 'on considére simultanément plusieurs objets au
sens du mot en frangais mais que ’on considére 'objet formé d’une collection d’objets. Nous
nous contenterons de cette définition intuitive.

Définition 2. Les objets formant un ensemble E sont appelés des éléments de ’ensemble.
Si e est un élément de E alors on note e€F.

Remarques.
1. Cette derniére phrase nécessite de s’appliquer dans ’écriture manuscrite pour ne pas
confondre les trois symboles e, € et E.

2. Si f n’est pas un élément de F nous noterons : f¢L.

3. Nous verrons plus tard des opérations ensemblistes, N et U, qui permettent d’effectuer

des calculs avec les objets que sont les ensembles.

4. Si nous allons ici rencontrer des ensembles particuliers, une présentation possible d’un

ensemble consiste & énumérer ses éléments en les écrivant entre accolades.

5. Un ensemble peut étre vu comme un sac rempli d’objets.

6. Un ensemble comportant un unique élément est appelé un singleton.

Exemples.

1. {a;1; P} est un ensemble contenant 3 éléments. Si on note F cet ensemble alors : a € F,
leEFet PE Fmais2¢ FE.

2. Une droite est un ensemble, infini de points.

3. Il y a des ensembles classiques de nombres qui sont omniprésent en mathématique.
Voici une liste non exhaustive d’ensembles rencontrés au lycée : N I’ensemble des entiers
naturels, Z I'ensemble des entiers (relatifs), D I’ensemble des décimaux, Q I’ensemble
des nombres rationnels, R \ Q I’ensemble des nombres irrationnels,R I’ensemble des
nombres réels, C I’ensemble des nombres complexes. Il existe d’autres ensembles de
références que vous n’étudierez pas au lycée : H ’ensemble des quaternions, CZ([O; 1]
I’ensemble des applications deux fois dérivables et & dérivées secondes continues, Ry[ X ]
I’ensemble des polyndémes de degré deux a coefficients réels.

4. Pour a < b des entiers, [a,b] désigne ensemble des entiers compris, au sens large, entre
a et b. Cette notation est beaucoup utilisée en probabilité et en dénombrement.

Définition 3. On appelle ensemble vide et on note @ I'ensemble qui ne contient aucun
élément.

Intervalle.

Définition 4. On appelle intervalle de nombres un ensemble I de nombres réels sans
trous : si a < b sont des nombres de I alors tout nombre entre a et b est dans I.
Remarques.

1. Confer lecon sur les intervalles.

Exemples.



1. Les classes en statistique sont des intervalles.

Inclusion.

Définition 5. Soient E et I’ deux ensembles. On dit que E est inclus dans F', et on note
E C F, si et seulement si tous les éléments de F sont aussi des éléments de F'. Autrement
dit si et seulement si: Ve € E.e € F.
Remarques.

1. Si E C F nous dirons que E est un sous-ensemble de F', ou encore que E est une partie
de F.

2. Une description, notation, définition trés générale d’un ensemble consiste & de donner
comme sous ensemble d’un autre ensemble en précisant la propriété commune aux
éléments qu’il contient. Ainsi £ = {x € Z | 1 € z < 7} désigne un sous-ensemble de Z
dont les éléments sont tous compris entre 1 et 7 au sens large et donc F = {1;2;3}.

3. La représentation géométrique d’un ensemble quelconque (un ensemble éventuellement
sans ordre, rempli d’objets de natures différentes) est le diagramme de Venn aussi
appelé, de fagon imagée, diagrammes patates. Voici la fagon de représenter 'inclusion
EcCcF:

F

Exemples.
1. {1,a} € {3;4;m,a,1} mais {1;2} ¢ {2;3} car 1 € {1;2} mais 1 ¢ {2;3}.
2. [2,13] est un sous-ensemble de N.

Ensemble complémentaire.

Définition 6. Soient F et F' des ensembles. On appelle complémentaire de E dans F
et on note F'\ E (ou E il n’y a pas d’ambiguité) 'ensemble des éléments de F' qui ne sont
pas dans F.

Remarques.

1. Nous avons une nouvelle opération entre ensembles \ qui est appelée la différence

ensembliste.

2. Le complémentaire d’un ensemble E est en lien avec la négation logique : il est formé

des éléments qui ne sont pas dans E.
3. Voici la représentation géométrique du complémentaire avec un diagramme de Venn :




Exemples.
1. Le complémentaire de FE = {3;4} dans F' = [1,5] est F'\ E = {1;2}.
2. Le complémentaire de Q dans R est 'ensemble des nombres irrationnels (ceux qui ne
sont pas rationnels) et il est noté en tant que complémentaire : R \ Q.
3. Le complémentaires de F = {3;4;8} dans F' = [1,5] est F'\ E = {1;2}. il n’y a pas
forcément inclusion de E dans F' dans le cas le plus général.

Union d’ensembles.

Lorsque nous travaillerons avec plusieurs sous-ensembles, A et B d’'un ensemble E, nous
raisonnerons en nous appuyant sur le diagramme de Venn suivant :

A B

E

Définition 7. L’union de deux ensembles A et B est un ensemble qui contient tous les
éléments de A ainsi que tous les éléments de B. Le nouvel ensemble obtenu en réunissant A
et B est noté AUB (qui se lit « A union B »).

Exemples.

1. Par exemple 'union de {1;-3;a} et {—3;2;b;10%;a} est {1;-3;a} U {-3:2;b;10°;a} =
{1;-3;a;2;b;10°} (dans un ensemble chaque élément n’apparait qu’une fois).

2. (AB]J]U[AB) = (AB).

Remarques.

1. On peut formuler ainsi : A U B est formé des éléments A ou de B. Le lien avec le
connecteur logique « ou » est souvent utilisé pour définir 'union de deux ensembles :
AuB:={z | (z € A)ou (z € B)}.

2. Voici la représentation géométrique de 'union au moyen d’'un diagramme de Venn :

Intersection d’ensembles

Définition 8. L’intersection de deux ensembles A et B est un ensemble qui contient
tous les éléments commun & A et & B. Le nouvel ensemble obtenu par intersection de A et
B est noté ANB (qui se lit « A inter B »).
Exemples.
1. L’intersection de {1; —3;a} et {—3;2:b; 10%; a} est {1; —3; a}n{-3;2;b; 10%; a} = {1; —3;a;2; b; 1C



2. (AB]n[AB) =[AB].
Remarques.

1. Comme pour 'union et le « ou» il y a un lien entre le N et le «et» : ANB={z | (z €
A) et (xz € B)}.
2. Voici la représentation géométrique de l'intersection avec un diagramme de Venn :

3. T'italien Giuseppe Peano (1858-1932) a longuement travaillé sur les entiers naturels.
Dans son Formulaire de mathématiques, il utilise la lettre N pour désigner ’ensemble
des nombres entiers naturels, la lettre R pour I’ensemble des nombres rationnels positifs
et la lettre Q pour les nombres réels positifs (Q pour « quantités »)! Ces notations
évolueront au cours du XX¢ siécle. M. Peano est également & l'origine de 1'utilisation
des symboles N (intersection), U (union) et € (appartenance).

Produit cartésien de deux ensembles.

Nous appellerons couple des objets = et y et nous noterons (z,y) I'objet formé de z puis
de y.

Remarques.

1. C’est une description intuitive des couples, la vraie définition étant formelle et sans
intérét pour nous.

2. Nous retiendrons que 'ordre compte dans un couple : z,y) # (y,r) a moins que z et y
soient égaux.

3. Nous retiendrons également que : (z,y) = (a,b) si et seulement si x = a et y = b.

Définition 9. Soient A et B des ensembles. Nous appellerons produit cartésien de A et
de B et nous noterons A X B I’ensemble formé des couples (a,b) ot a € A et b € B.

Remarques.

1. La représentation géométrique d’un produit cartésien de deux ensembles se fait avec
les repéres du plan usuels.

Exemples.

1. Si A={1;3} et B ={-1;a;2} alors Ax B ={(1,-1),(1,a),(1;2),(3, = 1),(3,a),(3; 2)}.
Nous avons (1;2) € A X B mais (2;1) ¢ A X B.

2. Le produit cartésien R X R est ’ensemble des coordonnées des points du plan. Au lieu
d’écrire R X R nous écrirons R”.

3. Une représentation géométrique du produit cartésien [—1,3] x {1,3} est



Voici celle du produit cartésien d’intervalles [—1;3] x [1;2] :

Cardinal d’un ensemble.

Définition 10. Si un ensemble E est fini (s’il contient un nombre fini d’objets) alors le

nombre d’objets qu’il contient et appelé son cardinal et on le note |A| ou Card(A).
Exemples.

1. |@| =0.

2. Card ({-2;4}) = 2.

3. Card ([3,12]) = 10.

4. Z, Q et R sont des ensembles infinis et (pour Iinstant) nous ne pouvons pas parler de

leur cardinal.

Stabilité des ensembles.

Exercices.

EXERCICE 1.



| [ ]

H I

Calculez les aires délimitées par les polygones : ABCD, EBC, EBHI, DFG, ABFC,
DFIH.
Exercice 1.

#(ABCD) =4, o/ (EBC) = 3, o/(EBHI) = 6, o/(DFG) = 2, /(ABFC) = 4, o/(DFIH) = 14.
EXERCICE 2.

Hachurez I'intersection et grisez 'union des triangles (surfaces) ABC et M N P. Calculez
les aires de ABC, de M N P puis, si possible de leurs union et intersection.

A
3 N
P oS e
1
AB =3
AN = NC
B=M
Exercice 2.
o/ (ABC) =3, &/(MNP) = 3.
EXERCICE 3.

Dessinez en rouge I'union des segments [AB] et [M N].

a)
A M B N
b)
4 M N B
)
4 B=M N
)

S
L
S
L=




EXERCICE 4.
Dessinez en rouge 'intersection des segments [AB] et [MN].
a)
4 u B N
b) | | |
4 u N 5
c) | | | |
4 B=M N
d) | | |
A B M N
e) | | | |

EXERCICE 5.
Simplifiez si possible ’écriture des ensembles suivants.

a) [-3;4[u] —1;5[. b) [2;7]u[5;13].

c) |- 1;3]0]2; 1. d) |-3;2]U[3; 5]

e —-13;7 0{7; 17]. f) ] 12,—11[ﬂ -11; -3[.

) 00;5 3;7[ h) 00;0] U [0; +oo[
Exercice 5.

a) [—=3;4[u] - 1;5[= —3:5[.

b) [2,7] 0[5 15]]: 2:13].

c - 1;3]0]’2;4 =12;4].

d) ]-3;2]U[3;5] pas de simplification d’écriture

e; 15371 [7;17] = {7}

£) 1-12:-11[n[-11;-3[= @.

gg —oo;5]n[3;7[[ ;5]

h —-00;0]U 0;+oof= R.
EXERCICE 6.

A l’aide de la calculatrice résolvez les inéquations.

a) 4z’ + 2z 2 8. b) i2m+1.



EXERCICE 7.

Notons R l’ensemble des rectangles et L celui des losanges. Qu’est-ce que RN L7
Exercice 7.

RN L est 'ensemble des carrés.

EXERCICE 8.
Déterminez les intersections et unions des ensembles F et F' dans les cas suivants.

a) E={1;4;—-1} et F ={-6;1;4}. b E—{lQ}etF—{34}

c) E=[-2;3]et F=[1;T7]. —o00;-3] et FF=]-6;2[.

e) E=]-o00;5]et]—6;+00[. ) —2,6]etF—[34

g) E=[2;+00[ et F'=[0;2[. E=]-o00;1] etF—[l 4.

1) E={23}et F=[1;3[. E={0}et FF=]-1;1[.

k) F=[1;4[ et F =7Z. E=]-00,5 et F=N.
Exercice 8.

a) {1;4;-1}n{-6;1;4} = {1;4} et {1;4; -1} U {-6;1;4} = {1;4; -1; —6}.

b) {1:2} n{3;4} =" et {1;2} U {3;4} ={1,2;3;4}.

c) —2;3]051;7] =[1;3] et [-2;3]U[1;7] =[-2;7].

d) ]-00-3]n]1=6;2[=]-3;-6] ét ] — 00; —=3]u] —6;2[=] — 00; 2[.

e) |- o0 Er\]—& 005=]—6;5 et [—00;5]U] = 6;+00[=R.

) 12:6]N[3;4] = [3;4] et ]2;6][u[3,4] =12:6].

g 2-+oo[nf0'2[= @ et [2;+00[U[0; 2[= [0; +00[

B) ]2 o0;1 f1;4={1}e]—oo-1u ~4=—oo,4[

i 12:3)n[1;3[= {2} et {2;3} U[1;3[= ,3

i) {o}A] - 1;1[= {0} et {O}n —11 I11

k) [1;4[nZ = {1;2; 3} et pas de smlph catlon ‘d’écriture pour [1;4[UZ.

1) ]-00,5[NN = {0;1;2;3;4} et pas de simplification d’écriture pour ] — co,5[ UN.

Des ensembles.



