Factoriser une expression polynomiale.

La boite a outils.

Factoriser c’est écrire une expression algébrique sous forme d’un produit. Toute expression
polynomiale est factorisable puisque : P(X) = 1 x P(X) (factorisation triviale). En général,
I'objectif est de factoriser plus qu'une constante. La factorisation est utile dans les situations
suivantes : simplifier un quotient, résoudre des équations et pour résoudre des inéquations.

La factorisation n’est pas évidente (mécanique) mais souvent astucieuse contrairement au
développement. Il s’agit de reconnaitre dans ’expression algébrique les formules classiques
de la proposition suivante.

Proposition 1. Quels que soient les nombres a, b et ¢ réels.

(i) ab+ ac = a(b+ ¢) facteur commun.
(i) a” +2ab+b° = (a+b)” identité remarquable.
(iii) a® = 2ab + b” = (a — b)” identité remarquable.
(iv) a®> = b” = (a—b)(a +b) identité remarquable.
Démonstration. Les trois derniéres égalités se déduisent de la premiére qui est en fait la

distributivité de la multiplication sur 'addition.
EXERCICE 1. Recopiez et complétez

a) (2z+...)° =42°+---49 b) (z—...) =2 =6z+... ¢) (-+-+3) "= +24t+9
d) (z—..)0%=a"-z+... ¢ (z...)0=2"+--+16 ) (z...) =" -8z +...
g) (437 =---4t+9 h) (---—4)’ = —dz+...

Il n’y a pas d’algorithme pour factoriser une expression mais vous pourrez essayer (sans
garantie de réussite) dans l'ordre :

1. de chercher un facteur commun :

* Identifier les termes de la somme (ou différence).
* Ecrire chacun des termes sous forme d’un produit.
* Tdentifier un facteur commun & tous les termes.

2. d’utiliser une identité remarquable (s’il y a une expression avec du carré),

3. de factoriser une partie de I'expression pour faire apparaitre un facteur commun ou une
identité remarquable,

4. et enfin de développer en espérant pouvoir ensuite factoriser.

Exemples.
1. Factorisons A(z) = 3z + 4xy.
Ce n’est pas un produit (sinon c’est déja factorisé) mais une somme de deux termes
3z et 4xy. Premicre étapes nous recherchons si possible un facteur commun (ce qui
implique qu’il y a des produits : 3z = 3 X x et 4oy = 4 X X y) dans les deux termes
3z et 4xy. Il y a un facteur commun c’est x.

A(z) =3z + 4zy
=2(3 + 4y)

A(z) = (3 + 4y).




2. Factorisons B(z) = 2° — 7.
C’est bien un somme de z° et de —7. Etape 1 : recherche d’un facteur commun, mais
il n’y en a clairement pas entre z° et 7. Passons & la deuxiéme étape recherche d'une
identité remarquable. Il y en a bien une ici : a” = b° = (a — b)(a + b).

B(z)=2" -7
o
= (z = V7)(z +V7)

3. Factorisons C(z) = 32° + (z — 1)* = (z + 1)°.
Nous avons ici une somme de trois termes 3:1;3, (x - 1)2 et (r+ l)z‘ Il ne faut surtout
pas développer ! C’est le contraire de notre objectif. Les deux premiéres étapes (facteur
commun puis identité remarquable) échouent lamentablement. Passons a la troisiéme
étape recherche d’une factorisation partielle.

Cx)=32"+(z-1) = (z+1)°
Nous reconnaissons une identité remarquable a®-b* = (a=0)(a+0)

Cz)=3" +[(z-1)—(z+ )] x[(z = 1) + (z + 1)]
=32% + (-2) x 2z
=3x3—4x

Nous reprenons toute la factorisation depuis le début et ici nous remarquons un facteur
commun.

C(z) = z(3z” - 4)
EXERCICE 2. Factorisez les expressions suivantes.

a) 2z + 2y b) Ty —Tx c) be+2b d) 91z — 13t
e) za+ay f) 2°+xy g) a®+d° h) ab+a

EXERCICE 3. Factorisez les expressions suivantes.

a) (z-2)(z+3)+(B-z)(2-2x) b) (av—3)(3v+1)—3(3—av)2

c) x2+6m+9 d) 252° — 40z + 16

o) x’ - f) 2 +2z+1

g) x2—2:1:+1 h) (z+1)(z+2) —5(z” + 4z +4)
Exercices.

EXERCICE 4. Factorisez les expressions données.

a) 2z(x—1)+ 3z b) (z+1)(z+2)+5(z+2) ¢) 3z° +9z

d) z* -6z e) 8z° — bz f) 3z +4dzy

g) 3z +z h) (20+1)°—(2z+1)(x+3) i) 3z(z-5)-=
j) ry+az



EXERCICE 5. Factorisez les expressions données.

a) o’ (z+4) - 2z(x +4) b) (z-3)>-2(z-3)(2z-1) c¢) 5z° -6z

d) 3zy+z e) 2(x+1)* -3z +1) f) (x+1)°+z+1
g) #°+2z+1 h) (2z-5)° -2° i) 9z + 12z +4
) (2z-1)°-(z-3)*

EXERCICE 6. Résolvez l'équation : (E) z° = 6z — 9.

) : R\{1} - R - .
EXERCICE 7. Etant donnée la fonction f : L, 2P simplifiez son expression.
x
z—1

EXERCICE 8. Soit f la fonction définie sur [2 ; +oo[ par : f(z) = V1 + V¥ — 427 + 422
Exprimez f(x) de fagon plus simple.

EXERCICE 9.
Sur un segment [AFE] est placé un point D
M mobile. Un rectangle ABC'M et un tri-
angle isocéle rectangle en M, M ED, sont k
. . =
construits comme sur la figure ci-contre. A f(x) k
1. Calculez laire f(x) de MED. I E
2. Calculez l'aire g(z) de ABC'M. 9 9(z)
3. Trouvez pour quelle(s) valeur(s) de x les
aires du rectangle et du triangle sont
. B C
égales. 5
EXERCICE 10. Factorisez les expressions données.
a) (2z+1)*-(1-2z)° b) z° - 20z + 100 ¢) 25— (z+1)
d) 4z” + 4+ 8z e) 16(x +1)° - 252° f) 16z° - 81
g) b*—3b+2 h) (a—1)°-2 ) 24+ (x-2)(z+1)
j) 3z —12z+12
EXERCICE 11. Factorisez les expressions données.
a) o +3z+ (z+3)° b) (z+1)(x+2)— Bz +6) c¢) 2z(z+3)+4x+12
d) (x—-3)Bz—-4)-3z+4 e) zy—xzz—-yly—=2) f) —z°+8z—16
g) Tz’ — 14z h) 162> - 81 i) 2a°b-b
j) 42° — 4z + 1
EXERCICE 12. Factorisez les expressions données.
a) 2@ —-1)>+3z-3 b) 22° + 8z +8 ¢) #° =16+ (z —4)°
d) 5z° - 125 e) 4z’ — 12z +9 f) 727 -28
g) (2z-3)° - (5z +2)° h) (z-5)>-2@-5)(z—-3) i) 22°+7x
j) z° + 26z + 169 k) (92° —25)+ (6z+10) 1) z’—dz+4—(z-2)(7T-=z)
Corrections.
Exercice 1.



a) (22+3)° =42 +122+9 b) (z-3)°=2"-62+9 ¢) (4t+3)% =16t2 +24t+9

d) (z—%)2:z2—x+i e) (x+4)2:m2+8w+16 f) (x—4)2:z2—81+16
g) (%t+3)2=§t2+t+9 h) (%m—4)2=ix2—4m+16
Exercice 2.
a) 2z+2y=2(z+y) b) Ty—Tx=7(y — ) c) be+2b=>b(c+2)
d) 91z —-13t=13(7z-1) e) za+ay=alz+y) f) 22 +zy=a(z+y)
g) a3+a2=a2(a+1) h) ab+a=a(b+1)
Exercice 3.
a) (z-2)(x+3)+(h—-z)(2—z) =(z—2)(2z-2) b) (z-3)z+1)-303-2)*=(z—-3)(-2z +4)
o) 2> +6z+9=(z+3)° d) 2527 — 40z + 16(5z — 4)°
e) 2°—1=(z-1)(z+1) f) 22 +2z+1=(z+1)°
g) 22 -2z +1=(z-1)° h) (z+1)(z+2)=5(z +4z+4) = (z+1)(-da=7)
Exercice 4.
a) 2z(z—-1)+3z=xz(2z+1) b) (z+1)(x+2)+5(zx+2)=(x+2)(x+6)
c) 327 + 9z = 3z(z + 3) d) 2% - 6z = z(xz —6)
e) 822 — ba = z(8x —5) f) 3z +4dxy = (3 + 4y)
g) 32 +z=2(3z+1) h) (2z+1)? -2z +1)(z+3) =2z +1)(z—-2)
i) 3z(z-5) -z =xz(3z - 16) ) zy+zz=x(y+z2)
Exercice 5.
a) 22 (z+4) - 2z(z+4) = z(z +4)(z - 2) b) (z-3)°-2(x-3)(2z-1) = (z-3)(-32—1)
c) 522 — 6z = z(5z — 6) d) 3zy+z=2(3y+1)
e) 2z +1)?=3@x+1)=(z+1)(2z-1) £) (z+1)2+2+1=(z+1)(z+2)
g) 22 +20+1=(z+1)° h) (22 -5)% = 2% = (2 = 5)(3z — 5)
i) 922 +122+4=(3z+2)° §) r-1)2-(z-3)%=(z+2)(3z-4)

Exercice 6. #Résolvons 'équation (E).

Trés souvent pour résoudre une équation qui n’est pas linéaire en mathématique nous essayerons
de ramener ’équation a une équation produit-nul (donc égale a 0).

Nous nous ramenons & une équation produit :

(BE) = 2° = (62— 9) = 62— 9 — (62 — 9)
=2 —6x+9=0
e’ -2x3x2+3° =0
= (z - 3)2 =0
Résolvons 'équation produit :

=zxr—-3=0oux-3=0

= r=3

L’ensemble des solutions de I’ équation (E) est : S = {3}.

Nous verrons plus tard dans ’année que pour résoudre une inéquation nous nous raméneront a
une inéquation produit en factorisant.

Exercice 7. Soit z € R\ {1}.



Pour simplifier une fraction il faut faire apparaitre un facteur commun au numérateur et au

2 2_.2
dénominateur. Ils faut donc les factoriser. Ici on observe une identité remarquable. Lz__ll = 73:1:1 =
(z-1)x(z+1) _

(-1 = x+ 1.

Exercice 8. ZSimplifions I’expression de f.
Soit x € [2; +00o]. 2t — 423 + 427 = 12(:1:2 —4x+4) = x2(x - 2)2. Puisque = > 2, \/2?(z —2)? =

z(z —2). Et donc : f(x) =1+ z(z-2)= Va2 =2z +1= \/(z— 1)2.

Quelque soit x € [2;+00[, f(z) =z —1.

Exercice 9. #

1. Déterminons une formulation algébrique de f.
Remarquons tout d’abord que

M e [AFE]
AE =5 =2 €[0;5].
r=AFE
Autrement dit le domaine de définition de f est Z¢ = [0;5].
Soit = € [0;5].
MED étant rectangle en M :

f(x) = %xMExMD
Puisque M ED est isocéle en M :

f(2) = sME
Enfin, puisque M € [AE] :

@) = 3(5-a)?

Pour tout = € [0;5] : f(z) = %(m - 5)2‘

2. Déterminons une formulation algébrique de g.
Soit z € [0;5].
ABCM est un rectangle donc
g(z) = AB x BC
=5Xuz

Pour tout = € [0;5] : g(z) = 5z

3. Je réinterpréte la question en la traduisant par une équation :
Résolvons dans [0;5] 1’équation : f(z) = g(z).
Soit x € [0;5].

f(x) = g(x)

équivaut successivement a

1 2
5(5—1) =2x



Un peu de méthode. Il ne s’agit visiblement pas d’une équation linéaire (un z est élevé au
carré), il faut donc faire apparaitre une équation produit-nul. Si on veut un produit il faut
donc factoriser.

1 2

5(5 —x)" -2z = 2x—2x

1 2

=(5-2)"=-22=0

2
Rappelons que nous essayons d’abord de trouver un facteur commun, sinon une identité re-

marquable ou encore une factorisation partielle. Mais rien de tout ceci ne semble fonctionner.
Développons tout avant d’essayer & nouveau de factoriser.

(52—2X5><a:+w2)—2m=0

N| =

é(25—10x+x2)—2x=0

%x2 - Tx + % =0
A partir de 1a nous bloquons. Nous ne voyons pas comment factoriser. Ceci dit nous pouvons
néanmoins conjecturer ’ensemble des solutions avec la calculatrice.
Représentons graphiquement les courbes représentatives des fonctions f et g avec la calcula-
trice.
Il semblerait que les aires soient égalent pour une unique valeur de z qui est approximativement
de 2,12.
La méthode générale de résolution de ce type d’équation (équation polynomiale de degré deux)
est au programme de premiére.

Exercice 10.

a) 2z+1)°-(1-2)?=3z(z+2) b) 2 - 20z + 100 = (z — 10)?

¢) 25— (z+1) = (—z+4)(z+6) d) 4z + 4+ 8z = 4(z + 1)*

e) 16(z +1)% = 2527 = (—x +4)(9z + 4) f) 16z - 81 = (4x — 9)(4z + 9)

g) b -3b+2=(v-3) h) (a-1)2-2=(a-1-v2)(a—-1+v2)
i) 2®—d+(@-2)(z+1)=(z-2)(2x+3) j) 3a% =12z +12 = 3(x - 2)°

Exercice 11.

a) 22 +3z+ (z+3)° = (z+3)(2x +3) b) (z+1)(z+2)-(3z+6)=(z—2)(z+2)
c) 2z(z+3)+4x+12=2(x+3)(z +2) d) (z-3)Bx—4)-3z+4=3x—-4)(xz—-4)
e) zy—xz—yly—z2)=(x—y)(y—2) f) —ac2+8ac—16=—(ac—4)2

g) Ta® - 14z = Ta(z - 2) h) 16z° - 81 = (4x — 9)(4z + 9)

) 2a%b-b=(2a> - 1)b §) 42 —dz+1=4(c-1)

Exercice 12.

cr e o

—
N

20z -1 +3z-3=(z-1)(2z +1) b) 2a° + 8z +8 = 2(z + 2)*

22 =16+ (z - 4)? = 22(x — 4) d) 52 -125=5(zx - 5)(z +5)

42? =122+ 9 = 4(z — 3)° £) 722 -28="7(z—2)(z +2)

(22 - 3)% = (5 +2)% = (=32 - 5)(Tx — 1) h) (z-5)2 -2z -5)(z-3)=(z-5)(-z+1)
222 + 7z = 2(22 + 7) j) @ + 263+ 169 = (z + 13)2

(927 — 25) + (62 + 10) = 3(3z + 5)(z — 1) ) 2 —dz+d4-(z-2)(7T-2)=(z-2)(2z-9)



