Inégalités.
Des rappels.

Vous avez appris divers symboles pour dire qu'un nombre est plus grand qu’un autre, =
et >, ou plus petit < et <. Déterminer parmi deux nombres lequel est le plus grand s’appelle
comparer des nombres.

On appelle inégalité une phrase mathématique utilisant I'un des précédents symboles
mathématiques.

Exemples.

1. La phrase 1 < 4 est une inégalité vraie.
2. La phrase 1 = 4 est une inégalité fausse.
3. La phrase 1 < 1 est une inégalité fausse.
4. La phrase 1 < 1 est une inégalité vraie.

Les symboles < et > sont des symboles d’inégalités strictes tandis que < et = sont des
symboles d'inégalités larges.
Exemples.

1. 2< 3 et 2< 3 mais 2 ¢ 2 et pourtant 2 < 2.
2. Si a est un nombres positif et b un nombre négatif alors b < a. Mais nous ne pouvons
pas écrire I'inégalité stricte car a = 0 est positif, b = 0 est négatif mais b £ a.

Remarques.

1. Les symboles < et > paraissent souvent plus naturels pour les éléves mais ce ne sont
pas les préférés des matheux. D’un point de vu pratique il est intéressant de pouvoir
écrire une inégalité avec le méme nombre : z < .

Inéquations.

On appelle inéquation une inégalité comportant des expressions littérales. Les lettres
représentant des nombres qui interviennent dans l'inéquation sont appelées des inconnues.
Une inéquation peut étre vraie ou fausse selon les valeurs choisies pour inconnues. Résoudre
une inéquation c’est trouver 'ensemble (I'objet mathématique) de toutes les valeurs possibles
des inconnues pour lesquelles I'inégalité est vraie.

Exemples.

1. x < 3 est une inéquation ayant une unique inconnue z. 4 n’est pas une solution de cette
inéquation car la phrase 3 < 4 est fausse. Par contre 2 est une solution de I'inéquation
puisque la phrase 2 < 3 est vraie. L’ensemble des solutions est l'intervalle ] — 00,3].

EXERCICE 1. Donnez I’ensemble des solutions des inéquations.

a) =< -1. b) 32 =z. c) %Sm. d) —V2<uz. e) 10° > x.
f) z<2]14. g) = > /7. h) =z = -2]1.
Exercice 1.
a) ]-oo;—1[. b) [3;+00[. c) [$5+00].
dg J—\FQ;+OO[. e)) E—oo;lO?’[. f) ]-00;2,14].
g) Jvm+ool. h) [-2,1;+00.



Les régles de manipulation.

Proposition 1.

(i) On ne modifie pas I’ensemble des solutions d’une inéquation en ajoutant ou en sous-
trayant le méme nombre & chaque membre de celle-ci.
(i) On ne modifie pas I'ensemble des solutions d’une inéquation en multipliant ou en
divisant par un méme nombre strictement positif chaque membre de celle-ci.
(#47) Pour ne pas modifier 'ensemble des solutions d’une inéquation en multipliant ou en
divisant par un méme nombre strictement négatif des deux cotés de l'inégalité il faut
changer le sens de I'inégalité.

Remarques.
1. Ce sont les mémes régles que pour les équations hormis le cas de la multiplication (ou
division) par un nombre strictement négatif.
2. Nous pourrons donc résoudre les inéquations du premier degré comme nous le faisions
pour les équations du premier degré en isolant l'inconnue.
3. La résolution d’une inéquation conduit & un ensemble pd a un nombre.

Exemples.
1.

r—7212
équivaut successivement a

r—T7+7 <1247
r <19

x €] — 00;19]

2. 3x < 12.
3. —4dx = 32.

Somme d’inégalités.

Il est possible d’ajouter des égalités membre & membre. On peut également ajouter des

inégalités si elles sont dans le méme sens.
. . i .| a<d
Proposition 2. Soient a, b, u et v des réels. Si w<v alors a +u < b+ w.
<

Démonstration. La somme de deux nombres positifs est un nombre positif donc (b —a) +
(v—u)=z20.Dou:b+v=a+u.
Remarques.

1. L’accolade unique signifie « et » au sens de la logique. Il faut donc lire «si a < b et

u < v alors... ».
a<b

w<w , alors a +u < b+ v. Ou encore : si
<

2. Il est possible de donner des variantes : si {

a<b
,alors a +u < b+ v.
u<v



Produit d’inégalités.

Proposition 3. Soient a, b, u et v des réels. Si {

Remarques.

, alors au < bv.

1. Remarquons que ce résultat ne se généralise pas & des nombres négatifs. On a -2 < -1

et =3 <1 mais -2 x (-3) ¢ -1 x 1.

2. 11 est parfois possible de se ramener & des inégalités larges de nombres strictement

positifs : b<a <0 & 0< —a < —b.

3. Nous utiliserons ces résultats pour les encadrements.

Exercices.

EXERCICE 2. Résolvez les inéquations. Résoudre une inéquation c’est donner un ensemble.

a) 2r—3<0.
C; dr+2>-Tx + 1.

g) —bx—7>8—3x.

Exercice 2.
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EXERCICE 3. Résolvez les inéquations. Résoudre une inéquation c’est donner un ensemble.

a) =3z +7<z+2

c) —x>9

e) 2(3—-x)=8

g) 3x—(4+3z)>2

) (z-1)(3-z)>7.
Exercice 3.

a)

—5r—-2<0
—-r+5<7—-6x

20 —-7< (Br—4)—=x

(22 —1)(2z +3) < (22 + 4)°

Br+7<zrx+2e= -3x+7-x<x+2-=x
= —4r+7<2
= —-4dr+T7T-7<2-7

<= —4xr < -5

= — > —

-4

-4

5
S x>

4

L’ensemble des solutions de 'inéquation est S = ]4, +oo[.



-5r—2<0= -5r—-2+2=<0+2
<= —-br <2
—-bx

-5
>

v

2
-5
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L’ensemble des solutions de I'inéquation est S = [—

—x>94:»_—1<

=< -9

- 9
-1

L’ensemble des solutions de I'inéquation est S = ]—o00; —9[.

d) S=]-00,2].
e; S =]-00,—1].

20 -7T<(Bx—4)—x=2r-T7<3x—-4-=x
S2r-T<2x-4
S2r-T-2x<2rx—-4-2z
= -7< -4

Cette derniére égalité est toujours vraie, quelque soit la valeur choisie pour z, donc : ’ensemble
des solutions de 'inéquation est S = R.

g)
3r—(4+3x)>2e=3r—-4-3x>2
= —4>2
Cette derniére égalité est toujours fausse, quelque soit la valeur choisie pour z, donc : I’ensemble
des solutions de 'inéquation est S = @.
h)
< 3x -3 <16z + 16
= -19 < 13z
— 19,
L S= [-13: 0o
D)
2
=z +4x-10>0
S =7

EXERCICE 4. Trouvez tous les nombres z qui vérifient les deux inéquations (systéme de
deux équations & une inconnue) dans chaque cas :

T+ 7<12 b) 20 — 8 < bz + 13
a1 pop>-17 4r-23<10+z
) 2 — 8 = 5x + 13 d) 20 — 8 <5z + 13
) 40-23210+x 42 -23>10+z

Exercice 4.

a) L’ensemble des solutions de 2z — 8 < 5z + 13 est §; = [—7; +00[. L’ensemble des solutions de

4r — 23 < 10+ = est Sy =] — 00;11]. L’ensemble des solutions du systéme d’inéquation est
S1 NSy =[-T7;+00[N] —00;11] = [-T;11].



b) L’ensemble des solutions de 2z — 8 = 5z + 13 est S; =] — 00; —7]. L’ensemble des solutions
de 4z — 23 = 10 + z est S = [11;+00[. L’ensemble des solutions du systéme d’inéquation est
S1 NSy =:| — 00; —7] n [11; +00|:= .

¢) L’ensemble des solutions de 2z — 8 < 5z + 13 est §; = [=7;+00[. L’ensemble des solutions
de 4z — 23 = 10 + z est S = [11;+00[. L’ensemble des solutions du systéme d’inéquation est
S1 NSy =[-7;+00[N[11;+00[=[11;+00[.

EXERCICE 5.
1. (a) Résolvez I’équation 8z —4 = 0.
(b) Résolvez I'inéquation 8z —4 = 0.
2. Parfois on ne précise pas l’ensemble de définition d’une fonction g. Dans ce cas l'en-
semble des définition est I’ensemble des nombres x pour lesquels g(x) existe. Déduisez
de la question 1 les ensembles de définition des fonctions suivantes.

Exercic

(b) Zn =[5, + 00
EXERCICE 6. Un particulier a des marchandises a faire transporter. Un premier trans-
porteur lui demande 460 € au départ et 3,50 € par kilométre. Un second transporteur lui
demande 1000 € au départ et 2 euro par kilométre. Pour quelles distances a parcourir est-il

plus avantageux de s’adresser au second transporteur ?
Exercice 6. 3,5z + 460 = 2z + 1000 < z > % = z = 360.
EXERCICE 7. Une société veut imprimer des livres. La location de la machine revient &
750 € par jour et les frais de fabrication s’élévent a 3,75 € par livre. Combien faut-il imprimer
de livre par jour pour que le prix de revient d’un livre soit inférieur ou égal & 6 €.
Exercice 7. 3,752 + 750 < 6z = 120 <z = 1090 <z
EXERCICE 8. Deux entreprises de transport proposent les tarifs suivants :
— 110 € au départ plus 1,26 € du kilométre ;
— 120 € au départ plus 1,22 € du kilométre.

Pour quels kilométrages le tarif du second transporteur est-il plus avantageux ?
Exercice 8. Notons z le nombre kilométres parcourus, A(zx) le tarif pour z kilométres du premier
transporteur, B(x) le tarif pour x kilométres du second transporteur.

Résolvons l'inéquation A(z) = B(x) dans [0; +0o[.

A(z) = B(z) = 110+ 1,26x = 120+ 1,22 X
e 110 + 1,26z— 1,222 > 120 + 1,221,222
= 110 + (1,26 — 1,22)z = 120
< 110 + 0,04z = 120
< 110 + 0,04z—110 = 120—110
< 0,042 = 10
0,04z _ 10

0,04 ~ 0,04
= x =250

L’ensemble des solutions de I'inéquation dans [0; +0o[ est . = [250, + oo[.

Le second transporteur est plus avantageux pour plus de 250 km.




EXERCICE 9. Un libraire vend des crayons 2,4 € piéce. Sur ces articles ses frais s’élévent &
0,6 € par crayon auxquels il faut ajouter une somme fixe de 34,2 €. Calculez, en fonction de
x, le bénéfice réalisé par la vente de = crayons. Combien doit-il vendre de crayons pour que

le bénéfice soit compris entre 68,4 € et 102,6 €7
Exercice 9. Déterminons le bénéfice en fonction de z.
Le bénéfice réaliser pour la vente de = € N crayons est :

B(z) = 2,4z — 0,67 — 34,2
= (2,4 - 0,6)z — 34,2

B(z) = 1,8z — 34,2 pour tout = € N.

68,4 < B(x)
B(z) < 102,6

68,4 < B(x) & x € [T, + oo[
B(z) £102,6 & z €] — 00,76]
Donc ’ensemble des solutions du systéme est : .7/ =] — 00,76] N [57, + oo[= [57;76].

Reésolvons dans R le systéme {

Il devra vendre entre 57 et 76 crayons pour réaliser ses objectifs.

EXERCICE 10.
1. En utilisant le développement de (a —b)* démontrez que 2ab < a” +b> (1). Déduisez-en
que (a +b)? < 2(a® + b°).
2. a, b et ¢ des nombres quelconques. Ecrivez deux autres inégalités analogues a Iinégalité
(1). Déduisez-en que : a” +b° + ¢ = ab + be + ac.
EXERCICE 11. Soient a, b et ¢ trois nombres réels.

atc a

b+e b’

1. Ecrivez sous forme de fraction :

a atc
2. Comparez L et e

(a) c>0et0<a<b;
(b) c>0et0<b<a.

2 . 2 2+V3 s VITHVIT
3. Déduisez-en une comparaison de et o7 75 buis “Zm

EXERCICE 12. Montrez que si a et b sont strictement positifs alors ﬁ < i + %
Exercice 12. Soient (a,b) € R}.
1
a+b

pour

1 - (a +b)ab B (a+ b)ab . (a + b)ab
b a+b a b
= ab< (a+b)b+ (a+b)a

1
< -+
a

<=»O<a2+ab+b2

Cette derniére inégalité est trivialement vraie.

2 1 1
V(ab) €RY, —= < =+

o=

EXERCICE 13. L’aréte d’un cube a pour mesure a.

1. Comparez le volume V' du cube a celui V; d’une sphére de diamétre a, puis a celuil,
d’une sphére de diamétre a+v/3. Interprétez géométriquement les résultats.

2. A quelle condition doit satisfaire le réel positif o pour que la sphére de diamétre aa
ait un volume supérieur ou égale a celui du cube?
EXERCICE 14. A P'aide de la calculatrice résolvez les inéquations.

a) 4z’ + 2= 8. b)i2x+1.



