Généralités sur les suites.

Il faudrait peut étre placer cette lecon aprés la lecon sur 'utilisation de la déri-
vation pour les variations car les variations des fonctions permettent de d’étudier
les suites explicites.

Généralités sur les suites.
Nous avons déja découvert et étudié les suites arithmétiques et géométriques.

Nous allons maintenant généraliser les notions, notations et résultats vus sur les
suites.

I Définition.

Définition 1

Soit p € N.

Nous appellerons suite numérique réelle toute application

u:{p,p+1,p+2, ...} >R

Exemples.

1. La suite arithmétique de terme initial 37 et de raison % est I’application

N - R
n - %Xn+37

2. La suite géométrique de terme initial 7 et de raison % est "application

N - R
v ()

3. L’application qui a tout entier naturel n = 3 associe le nombre de diagonales
d’un polygone a n cotés est une suite.

4. L’application qui a tout entier naturel n associe la somme des carrés des
chiffres qui compose le nombre n est une suite. Il semble compliquer de trouver
une expression explicite pour cette suite.
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u: {0, 1, 2} — R n’est pas une suite car son domaine de définition est fini.

Remarques.

1.

II

Nous pouvons donc utiliser la notation fonctionnelle pour les suites : u(n).
L’usage, respectant en cela 'intuition, lui préfére la notation indicielle : u,,.
Mathématiquement les deux notations sont équivalentes. Nous pourrions par
exemple noter (ch)xeR la fonction carrée.

. La plus petite valeur de ’ensemble de définition de la suite n’est pas toujours

0. Autrement dit, le rang du terme initial de la suite n’est pas forcément 0.

. Sip € N est le rang du terme initial d’une suite u alors nous la noterons le

plus souvent (uy,),5,-

Génération de suites.

Il y a deux fagons calculatoires usuelles de définir une suite : de facon explicite
ou bien par récurrence.

Nous dirons qu’une suite (u,),s, est définie de fagon explicite si il existe une
formule de calcul en fonction de n qui permet de calculer les termes de la suite.

Le plus souvent la formule de calcul est associée & une fonction numérique f
définie au moins sur R,. Nous noterons alors parfois (f(n)),,cx-

Exemples.
1. La suite arithmétique de terme initial us = 4 et de raison 7 est définie de
facon explicite par : u,, =4 + 7(n — 2).
2. (n2 + 3)neN est une suite définie de fagon explicite qui est associée a la fonc-
) . Ry - R
tion j : .
f { r - 2243

Sif:ae T‘@ alors (f(n)),3 est une suite définie de fagon explicite.

n . 4 . .« . . . .
(7 ),n oy st une suite définie de fagon explicite bien que nous ne puissions
pas, pour 'instant I'associer & une fonction définie sur R,.

Nous dirons qu’une suite est définie par récurrence si les termes de la suite se
déterminent en fonction des termes précédents de la suite.
La formule de récurrence est souvent associée & une fonction numeérique réelle

f telle que @ f(up) = Upsr-

Exemples.
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1. La suite géométrique de terme initial u; = 3 et de raison ¢ = 5 est donnée
par la formule de récurrence : u,, 41 = 7 Xu,, pour tout n = 7. Autrement dit :
Ups1 = f(u,) avec f:x - Tx.

2. La suite de Fibonacci est définie par ug =, u; = 1 et pour tout n = 2 :
Upso = Upysq +U,. Remarquons avec cet exemple qu’une formule de récurrence
peut lier plus de termes de rangs différents de la suite. Nous dirons que la
suite de Fibonacci est une suite récurrente d’ordre 2.

3. La suite (u,, ),en définie par ug = 0 et u,4; = 2u,, + n pour tout n € N est
définie par récurrence.

Exercice 1.
Déterminez la formule explicite pour une suite arithmétique (u,,),sp, ot p € N.
Méme question pour une suite géométrique.

Exercice 2.
Suite de Fibonacci.
Soit (uy, )nen la suite de Fibonacci définie par ug = 0 et u; = 1 et telle que

quelque soit 7 € N, 10 = Upyer + Uy,  (P).

1. Nous souhaitons déterminer les suites géométriques qui vérifient la propriété
(P).

(a) Soit (v,,) est une suite géométrique dont la formule explicite est v,, =
voq' avec vy # 0.
Montrez que si (v, ) vérifie la propriété (P) alors forcément ¢ est so-
lution de I’équation -z —-1=0.
(b) Résolvez I'équation z°> — 2 — 1 = 0. Vous noterez « et 3 les solutions.
2. Démontrez que la suite définie par w, = aa” + b5" avec a et b des réels
quelconques vérifie la propriété (P).
3. Déduisez-en une formule explicite de la suite de Fibonacci.

4. Calculez la somme S,, des n premiers termes de la suite de Fibonacci en
fonction de n € N.

La méthode vue ici se généralise a toute suite définie par une récurrence linéaire
d’ordre 2.


http://unemainlavelautre.net/1ieme.html

Généralités sur les suites.

Correction de PexerCiCe 2. .. ... e e e

1. (a) Supposons que (v,,) est une suite géométrique qui vérifie (P).
Nous avons donc, pour tout n € N

Up+2 = Ups1 T Up.

Autrement dit, en utilisant la formule explicite de la suite géométrique :

n+l _ n+1 n
voq = voq +voq -

Cette égalité équivaut successivement & :

1'0(/” X q2 = ’UU(/”’ Xq+ ’l,'g(/”’ X1
¢ =q+1

¢ —q-1=0

(b) X?—X —1 est un trinéme du second degré avec a = 1,b = —1 et ¢ = —1.
A=b—dac=(-1)>—4x1x(-1) =5.

A > 0 donc le trinome admet deux racines réelles distinctes : a = %@
_ 1+V5
et f ==
2. Soit n € N.

Wyp1 + W,y = aa™ + bﬁn+1 +aa’ +b8"
ad" xa+ad" x1+08" xp+b5" x1
acd (a+1) +b3" (B +1)

Puisque « et 3 sont des solutions de =+l

, 2 o 2
Wpat +w, =aa’ Xa  +b3" x B
+2 +2
= a0 " + 05"

= Wp42
Ainsi (w,,) vérifie la propriété (P).
3. Nous savons que forcément la suite de Fibonacci est de la méme forme que

(wy,) car elle vérifie (P).
De plus elle doit vérifier ug = 0 et u; = 1. Donc

4
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0=aa’ +b5°

O=a+bd
et
1=aa' +b3"
1=aa+bp
A . R . R a+b =0
Ainsi a et b doivent étre solution du systéme { aa+Bb =1

En procédant par substitution : @ = —b donc (—a + 3)b = 1. Autrement dit :

\/gb=1.Enﬁn:b=‘/—geta=—‘/—g.
5 5

VneN, u, = % (1_\/3)71 - ? (1+\/§)n.

ou plus simplement :

VneN, u, = @ ((y" - ﬁ").

4. Notons sy, = op—a’ €t s3,, = 00"
Il s’agit des sommes des termes de deux suites géométriques donc :

n+1 n+1
_ o -1 _p-1
Sin = oo et sy = .

D’ou :

5 an+1_1 ﬁ”+1—1
S =X ( e
n .

a—1 B-1

........................................... fin de la correction de ’exercice 2.

ITT La variation d’une suite.

Puisque les suites sont des fonctions nous étudierons notamment leur sens de
variation. Et donc :

Une suite est dite croissante si elle est croissante en tant que fonction de la
variable n. Il en est de méme pour les expressions « décroissante », « strictement
croissante » et « strictement décroissante ».
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1 Cas général.

Théoréme 1

Soient :
.p€EN,

- (un),>, une suite numérique.
(Un )5, est strictement croissante si et seulement si

quelque soit n = p: Uy — u, > 0.

Démonstration L. ... ... e

Rappelons la définition de fonction strictement croissante. Une fonction f est
strictement croissante si et seulement si pour tous nombres a et b choisis dans son
ensemble de définition si a < b alors, forcément, f(a) < f(b).

Notons Z, = {p; p+1; ...}.

* Soit n= p un entier naturel.
Si u est une fonction strictement croissante sur %, alors par définition de la
croissance : quelque soient a et b dans 7, si a < b alors u(a) < u(b).
En particulier poura=netb=n+1:u(n) < u(n+1).
Autrement dit : 0 < u(n + 1) — u(n).
* Supposons que, quelque 80it n = p, U, > u, et démontrons que u est stricte-
ment croissante.
Soient a < b deux éléments de Z,. Nous avons de proche en proche : u(a) <
ula+1) <ula+2)<---<u(b).
Ainsi u est strictement croissante.
................................................. Fin de la démonstration
Exemples.

1. Afin de connaitre le sens de variation de la suite définie, pour tour n € N par
Uy, = n? nous devons étudier le signe de u,,1 — u,, pour tout n € N.
Soit donc n € N.
Comme 41 = (n+1)%

Upi1 — Uy = (0 + 1)2 -n’

=2n+1

Donc : u,41 — u, > 0 pour tout n € N et (u,,),en €st strictement croissante.
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. e 2 .
La suite définie sur N par u,,1 = u, +n” + 1 et ug = 0 est strictement
croissante puisque, quelque soit le n € N choisi nous avons :

2
Upsel — Uy =N +1

Donc u,+1 — u,, > 0, pour tout entier naturel n. Et par conséquent (un)neN
est strictement croissante.

Remarques.

1.

Ce résultat est incontournable en particulier pour les suites définies par ré-
currence.

Ce résultat est en fait une expression simplifiée de la définition générale de
fonction strictement croissante pour des fonctions définies sur des entiers
naturels.

Une analogie avec les suites arithmétiques est possible. Nous regardons si la
raison (qui ici est en fait variable), c’est a dire la variation absolue entre deux
termes consécutifs est positive ou non. Comme pour les suites arithmétiques :
si la raison est positive alors la suite est croissante.

Exercice 3.

Enoncez des résultats similaires pour : croissante, strictement décroissante, puis,
décroissante.

Exercice 4.

Etudiez le sens de variation de la suite u dans les cas suivants.

—_

H
=

© o = e e 89 Y

Pour tout n = 3, u,4q = u, + 5.

1
—7 bour tout n € N.

Ups1 = Uy, — N — 1 pour tout n € N et ug = 2.

U, =N +

Uy = n®—4 pour tout n € N.

n®—5n+1 pour tout n € N.

Uy =
Pour tout n = 1, u, = 3" — 5.
uy = —b et, pour tout n € N, u, 41 = u, + n’.

ug = 3 et, pour tout n € N, u,, .1 = ui

n

Pour tout n € N, u,, = 2" — 8.
Pour tout n € N, u,, = 1 +0,5".
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Exercice 5. Application.
Exercice 53 page 87 du manuel Indice.

Correction de PexXerCICe 5. ... e e e

1. Soit n € N.

un+1—un=[2(n+1)2—(n+1)+1]—[2n2—n+1]
=2n+ 1)’ -(n+1)+1-2n"+n-1
=2(n+1)2—(n+1)—2n1+n
=2(n2+2n+1)—n—1—2n2+n
=2’ +4n+2-1-20°
=4dn+1

Or 4n + 1 > 0 puisque n = 0, donc u,4+1 — u,, > 0.

Ainsi nous avons établi que, quelque soit n € N, u,,.; — u,, > 0. Autrement
dit :

(un ) ey est strictement croissante.

2.
1 1
Upt+1 — Up = QnT - 2_n
1 2
- 2n+1 - 2n+1
1-2
= 2n+1
1
= T on+l
<0
(un) ey €St strictement décroissante.
3.

Upsl — Uy =20+ 3
>0

(un)pen €St strictement croissante.
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— 2
Up+1 — Up = — un+3
<0

(un) ey €St strictement décroissante.

........................................... fin de la correction de ’exercice 5.

2 Pour les suites a termes strictement positifs.

Proposition 1

Soient :
.p€EN,

. (tp)nsp dont tous les termes sont strictement positifs.

(i) Si quelque soit n = p :
Un+1

., >1,

alors (uy,)n>p est strictement croissante.

(ii) Si quelque soit n = p :
Un+1
Unp,

0<

<1,

alors (uy,)n>p est strictement décroissante.

Demonstration 2. ... ...t e e e

Remarques
(i) Soit n = un entier.
Puisque u,, >0 :

Up+1 Unp+1
sl e Z—Xu,, > 1%,

un n

S Ups1 > Uy

S Ups1 — Uy >0

Nous avons démontré que quelque soit ’entier naturel n choisi nous avons
toujours : U, — u, > 0.
Autrement dit la suite (uy,),>, est strictement croissante.

(ii) Semblable.
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................................................. Fin de la démonstration

Remarques.

1. Tl faut évidemment que la suite ne s’annule pas car il est impossible de diviser
par 0.

2. Le cas = 0, pour tout n = p, n’aurait tout simplement pas de sens

Un+1
Up
puisque la suite ne doit pas s’annuler.

3. Le cas “2tL = ] correspond a une suite constante.

n

4. Une analogie avec les suites géométriques est possible. Nous regardons si la
raison (qui ici est en fait variable), c’est a dire le coefficient multiplicateur
entre deux termes consécutifs est strictement supérieur & 1. Comme pour les
suites arithmétiques : si la raison est strictement supérieure a 1 alors la suite
est strictement croissante.

Exercice 6.
Exercice avec des exponentielles et des simplifications ;

Etudiez les variations des suites suivantes.

n
1. u, = 41 bour tout n € N.

2n°+1 .
2. u, =3 pour tout entier n € N.
3n % 2n+1

3 Suite définie par une formule explicite.

Proposition 2

Soient :
.p€EN,

. f: R, — R une fonction.

Si f est strictement croissante sur [p; +0o[ alors la suite (f(n)),,5, est stricte-
ment croissante.
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Démonstration 3. . ...

Soit n un entier naturel avec n = p.

Puisque f est strictement croissante et n < n + 1, f(n) < f(n +1). Autrement
dit : f(n+1) = f(n) > 0.

Donc (f(n)) est strictement croissante.
................................................. Fin de la démonstration

Remarques.

1. Nous avons des résultats semblables pour des fonctions diversement mono-
tones : strictement décroissante, croissante et décroissante.

2. Ce résultat signifie que la connaissance de la monotonie de la fonction f
permet de connaitre celle de (f(n)),5p-

3. La réciproque est fausse.

4. Ce résultat deviendra particuliérement intéressant quand nous saurons étu-
dier les variations d’une fonction grace a la fonction dérivée.

Exemples.

. L . . 2 .
1. La fonction carrée est strictement croissante sur R, donc (n ) . est stric-
. n
tement croissante.

2. Nous ne pouvons étudier la monotonie de la suite (2")”€N, qui est pourtant
donnée par une formule explicite, car nous ne connaissons par de fonction

xr

«xT 27,

2
3. La réciproque est fausse. La suite ((n - i) + 1) . est strictement crois-
ne

sante et pourtant la fonction f : z — (l - 411) + 1 n’est pas strictement
monotone sur R, .

Exercice 7.
Exercice 54 page 87 du manuel Indice.

Exercice 8.
Soit (u, )nen la suite définie par : u,, = sin (%’) pour tout n € N.

1. Calculez les quatre premiers termes de cette suite.
2. Soit n un entier naturel. Exprimez u,,,4 en fonction de wu,,.

3. Déduisez-en les valeurs de U012, U2013, U2014 €6 Uop15-

Nous rencontrons un suite périodique de période 4.

-11-
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Correction de ’exercice 8

1. U0=0,U1=1,U2=0,U3=—1.

2. Uppq = sin(—("+24)7r) = sin(%r + 27r) = sin(%) = u,.

3. 2012 = 503 X 4 donc Ug012 = Ug = 0. Et on en déduit : U2013 = ]., U2014 = 0 et
ugo15 = —1.

........................................... fin de la correction de 'exercice 8.

IV Utilisation d’une suite auxiliaire.

Exercice 9.

Suite arithmético géométrique. Exercice 140 page 137 du manuel hachette repéres
2011.

Soit (u, )nen la suite définie pour tout nombre entier naturel n par :
Ups1 = 0,9u, + 90
up = 1000
1. Calculez ujet us.

. On considére la suite (v, ),en définie pour tout nombre entier naturel n par
Vp = Uy — 900.

(a) Calculez vy et vy.
(b) Montrez que pour tout nombre entier naturel n, v,.; = 0,9v,,.
(c) Quelle est la nature de la suite (v,,),en ? Ecrivez v, en fonction de n.

3. Déduisez-en pour tout nombre entier naturel n, u,, = 100 X 0,9" + 900.

. Déterminez a ’aide la calculatrice de la valeur de laquelle semble se rappro-
cher u,, lorsque n tend vers +00.

5. A partir de quel nombre entier n a-t-on u,, < 9017

Correction de ’exercice 9

-12-
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Exercice 10.
Soient, (wy, )nen et (Sy, )nen les suites définies, pour tout n € N par

2
w, =—-n +2n et S, =Wy — Wy,

1. Exprimez w,,,; en fonction de n.

2. Déduisez-en ’expression de S,, en fonction de n.
3. Exprimez S,,;; en fonction de n.
4

. Déduisez-en que S,,,1 — S,, = —2 quelque soit n € N.

Correction de 'exercice 10. ... ... e

1.

Whar = —(n+1)> +2(n+1)
=—(*+2n+1)+2n+2
=—n’-2n—-1+2n+2
=—n"+1

2.

Sn = Wpy1 — Wy
=—n’+1- (—n2 + 2n)
=’ +1+n°-2n
=-2n+1
Dés ici nous remarquons que la suite (.5,,) ey est arithmétique de terme initial
So = 1 et de raison —2. Ce qui répond aux questions suivantes.

.......................................... fin de la correction de exercice 10.
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Exercice 11.

lieme s hachette repere 2011.

Soit (uy,)pey une suite réelle définie par uy = —1 et u,.q = YVu2 + 3 pour tout
n € N.
1. Justifiez que la suite (1, )nen est bien définie.
2. Montrez que la suite définie sur N par v,, = ui est une suite arithmétique.
3. Donnez ’expression du terme général v,, en fonction de n.
4. Déduisez-en ’expression de wu,, en fonction de n.
5. Trouvez la plus petite valeur de n telle que u,, = 50.

Correction de 'exercice 11

1w +320.

Vpsl = uiﬂ = ui +3 =0, +3.

v, = —1+ 3n.

U, =vV—-1+3nsin=1etuy=—1.

u, > 50 donc —1 + 3n = 2500 et n > 2290=1 — 833

DA

.......................................... fin de la correction de 'exercice 11.

Exercice 12.
2u,,

Soit (u,,) une suite définie sur N par ug = 1 et u,,; = T+ 30
1. Calculez us et us.
2. La suite (u, )ney est-elle arithmétique ?
3. On suppose que pour tour entier naturel n, u, # 0 et on définie la suite
(vp ) nen par v, = i
(a) Montrez que la suite (v,) est arithmétique et donnez ses éléments
caractéristiques.
(b) Donnez ’expression de v,, en fonction de n.

(¢) Donnez l'expression de u,, en fonction de n.

4. Etudiez la monotonie de la suite (u,).

5. Montrez que pour tour n de N, 0 < u,, < 1.

-14-
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Correction de Iexercice 12, ... it e e

1.
QUO
u = ———
1 2+ 3u0
2X%1
T 2+3x1
2
5
De méme
1
Ug = Z
2
=11
2. Uy — Uy = —% et uz — ug = —ﬁ donc pas arithmétique.
_ 1 _ 243Uy
3‘ (a) Un+1 = Up+1 - 2Up 41
_ 243w, _ 1 — 2+3u, -2 -3 _ 3 —
Up4l —Up = S — e = TR = DT = et ug =1
_ 3
(b) Up = 1+ 57’7,
_ 1
(C) Un = 1+gn
Un+i 1+%n : A .
4, =L = ——2 < 1, Donc strictement décroissante.
Up, 1+5(n+1)
5. u,, > 0 par formule explicite et u,, < 1 par monotonie.

.......................................... fin de la correction de 'exercice 12.

V  Convergence et divergence.

1 Avec une représentation graphique.

En utilisant des formules explicites.

L’idée de limite de la suite peut étre associée a la question : que se passe-t-il si
on continue indéfiniment ? Quels valeurs prend la suite lorsque devien infiniment
grand ?

-15-
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Trois situations peuvent se présenter.

Nous voudrions dans une approche intuitive essayer de conjecturer ce qu’il ad-
vient d’une suite lorsque n devient trés grand. Idéalement nous dirons lorsque « n

tend vers +00 ».

Nous ne verrons pas de définition théorique de ces notions, elles seront étudiées
en terminales.

Etudions trois exemples de suites définie explicitement & partir de leur repré-
sentation graphique.

(%)new (10" (M) e -

1
n
1
3L (Z)nEN*
La suite est dite convergente.
La limite de la suite semble étre 0
lorsque n tend vers +00.
X
0.2 X
0.1 X
n
0 1 2
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(_1,1)71
2
1 ((_171)n)neN*
La suite est dite divergente.
ol 1 2 La suite n’admet pas de limite lorsque
n tend vers +00.
n
(1) nen y
La suite est dite divergente. *
La suite admet +0o pour limite infinie
lorsque n tend vers +o0o. 0
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
2 X
17
0 1 2 "

Dans les exemples précédents le suites était définies explicitement ce qui per-
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met d’obtenir facilement une représentation graphique. Qu’en est-il pour les suites
définies par récurrence ?

2 Une autre représentation graphique pour une suite définie par ré-
currence.

Lorsqu’une suite est définie par une formule de récurrence u,,; = f(u,) pour
tout entier naturel nous utiliserons une nouvelle représentation graphique de la
suite qui permet une construction géométrique des termes successifs de la suite.

Cliquez sur 'image pour voir le diaporama.

Uy,
%= 0,6 +1
- . Up+1 = f(un)
5 ) et ug =9
1 J
0'12 nen

0,1z
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3 Conjecturer avec des outils informatiques.

n+1

Conjecturer la limite de la suite u, 41 = u, + o
Puis suite harmonique.

V1 Exercices.

Exercice 13.
Exercices utilisant des listes Python 3 : exercices 63 a 66 page 88 du manuel

Indice.
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Généralités sur les suites.

Exercice 14.
Exercice 131 page 135 du manuel hachette repére de premiére S 2011.

Soit (tuy, )nen définie par

3u,, +4

metuo=1.

Upt+1 =

1. De quelle fagon est définie la suite (u,)?

2. Donnez 'expression de la fonction f telle que pour tout entier naturel n,
Unp+1 = f(un)

3. Représentez graphiquement la fonction f, puis représentez les cing premiers
termes de la suite sur ce graphique.

4. Que pouvez-vous conjecturer quant aux variations de cette suite ?

Uy +2

Up—2

5. Soit (v, )nen la suite définie pour tout entier n, par v,, = . Montrez que
(v )nen €st une suite géométrique.

6. Déduisez-en v,, en fonction de n puis u,, en fonction de n.

Exercice 15.

Exercice 139 page 137 du manuel hachette repére de premiére S 2011.

1. On considére le nombre B dont écriture décimale illimitée est
0,375375375... ou 375 est répété indéfiniment. Le nombre B est-il ra-
tionnel ? Justifiez votre réponse.

2. On considére la suite (u,,),en+« définie par son premier terme u; = 0,375 et
Upt1 = 10_3un pour tout entier n.

(a) Quelle est la nature de la suite (u,,),exn+ ?

(b) On considére pour tout entier naturel n, la somme S,, des n premiers
termes de la suite (u, ),y On a donc S, = uy +ug + uz + -+« + + uy,.
Exprimez S,, en fonction de n.

3. Conjecturez la valeur de lim,,_,, o, 107°".

4. Déduisez-en lim,, o S,. Que représente ce nombre par rapport a B?
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