Fonction dérivée.

Fonction dérivée.

Dans cet lecon 'intervalle I est supposé non vide et non réduit & un point.

I Nombre et fonction dérivés.

Définition 1

Soient, :
. I un intervalle,

. f I — R une fonction.

S’il est possible de calculer le nombre dérivé de f en zg € I, i.e. f (zg), nous
dirons que f est dérivable en x.

Si f dérivable en tous les points de I nous dirons que f est dérivable sur I et
que sa fonction dérivée est

{i : H;{'(w)

Exemples.

1. Considérons la fonction ¢ : x + 3 (fonction constante).
Soit a € R. Déterminons, si possible, le nombre dérivé de £ en a.
Soit h € R".

L(h+a)—L(a)

Te(a,h +a) = 3

w
|
w

S o
>

Donc : limy,_g 7¢(a,h + a) = 0.
Autrement dit £ est dérivable en tout nombre a et sa dérivée est la fonction
constante égale & 0 : 0z 0.

2. La fonction inverse n’est pas dérivable en 0 puisqu’elle n’est pas méme définie
en 0.
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3. La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 alors qu’elle est définie en
0 (revoyez la lecon sur le nombre dérivé).

4. Considérons la fonction ¢ : z - 2> + 3z et calculons, si possible, ¢'(7).
Soit h € R*.

* D’une part

g(T+h)=(7T+h)>+3(7T+h)
= k2 +17h + 70

* d’autre part

g =7 +3%x7
=70

donc

(h* + 170 + 70) = (70)
h
WP+ 17Th
T h
h(h +17)
h
=h+17

7,(T,h +7)

Nous pouvons donc passer a la limite :

lim 7,(7,h +7) = lim h + 17
h—0 h—0

=17

Ainsi g est dérivable en 7 et f'(7) = 17.

Nous pourrions refaire exactement toutes les mémes étapes pour a € R quel-
conque plutot que 7 et nous aurions obtenu de méme que g est dérivable en
a et g'(a) = 2a + 3. Autrement dit g est dérivable sur I = R et sa fonction
dérivée est g' tx e 2z + 3.
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5. Pour la fonction f : z — 2z + 1 nous pouvons calculer le nombre dérivé en 3 :

f'(3) = 2. Rappelons que la courbe représentative d’une fonction affine est
une droite qui se confond avec ses tangentes donc le nombre dérivé est son
coefficient directeur. Donc f est dérivable en 3.

Nous remarquons que nous pourrions calculer ce nombre dérivé en n’importe
quelle valeur réelle zy : f'(xg) = 2. Donc f est dérivable sur I = R et sa
fonction dérivée est f' : x + 2 (fonction constante égale a 2).

Remarques.

II

1. La question de ’ensemble de dérivabilité, pour ceux qui veulent poursuivre

des études mathématiques, est importante. Pour les autres, elle peut étre
survolée.

. Une fonction peut étre dérivable sur tout son ensemble de définition ou sur

une partie de celui-ci voire méme nulle part (page Wikipédia).

. Nous allons voir des procédés pour trouver rapidement et assez simplement

des fonctions dérivées. Nous n’utiliserons plus les limites de taux de varaition
qu’en de rares occasions (cas difficiles, résultats généraux).

Fonctions dérivées classiques.

Les fonctions dérivées des fonctions de références vont nous servir un grand

nombre d’autres fonctions.

Le formulaire suivant est donc & connaitre. Ainsi que les démonstrations pour

les fonctions carré et inverse.

e Fonctions constantes.

f x> 0b,avec b € R, est dérivable sur R et

Vz eR, f(z)=0.

Exemples.

La fonction constante égale a 0 est dérivable sur R et sa fonction dérivée est 0.

e Fonction identité.

f+x = x est dérivable sur R et

Ve eR, f'(z)=1.

Démonstration 1 ....... .o
Démontrons la formule pour la fonction identité.
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Nous allons démontrer qu’il est toujours possible de trouver le nombre dérivé de
la fonction identité et préciser sa valeur.

Soit xg € R.
Calculons le nombre dérivé de f en x.

Le taux d’accroissement de f entre zy et xo + h est

74 (x0,h) = f(zg + h})l - f(xo)

Comme f est la fonction identité {

Donc le taux d’ accroissement s’écrit :

+h
Tf(fl?(),h) 0 h s
_h
)
=1
Et clairement : }LiH(l) 1=1.
Ainsi
quel que soit xq choisi dans R, le nombre dérivé de f est 1. .Fin de

la démonstration

Fonction carré.
2 L
[ 1x - 2” est dérivable sur R et

Yz eR, f'(z) = 2z.

DEmOnStTAtION 2. ..o v ittt ettt e e * ¢
Nous allons tout simplement calculer le nombre dérivé en a. Nous ne rempla-
cons pas a par une valeur particuliére car nous voulons étre str que le résultat
fonctionnera pour n’importe quel nombre.

Soit a € R.
Démontrons que f est dérivable en a et que f'(a) = 2a.

Soit h € R*. Déterminons 7¢(a,a + h).
D’une part :

4
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fla+h)=(a+h)

=a’ +2ah +h°

d’autre part

et

fla+h) - f(a)

T¢(a,a+h) = )

donc
(a® + 2ah + h*) = (o
h

B + 2ah

h
h(h + 2a)

h
=h+2a

)

En passant & la limite :

lim 7¢(a,a + h) = lim h + 2a = 2a.
h—0 h—0

Par conséquent f est dérivable en a et f'(a) = 2a.

La démonstration étant valable pour tout a € R,

f est dérivable sur R et f'(z) = 2z pour tout z réel.

.............................................. Fin de la démonstration
e Fonction cube.
3 L.
f o 2" est dérivable sur R et

Vz eR, f(z) = 32°.

-5-
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e Fonction inverse.
. 1 e * o *
fraxm = définie sur R, est dérivable sur R et

1
VzeR, f'(z) = -=.
xr

Demonstration 3. .....o.u et * ¢
Soit a € R,

Démontrons que f est dérivable en a et que f'(a) = 2a.

Soit h € R*. Déterminons 7¢(a,a + h).
D’une part :

fla+h)=

a+h

d’autre part

et

donc

Diviser par h c’est multiplier par son inverse :

1 1 1
Tf(a7a+h) = E(m_”)

1({a—-(a+h)
h( (a+h)a)
—h
h(a+ h)a
-1
a® + ha
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En passant a la limite :

- 1
I +h) = lim——— = ——.
na0 my(aa+h) a0 a® + ha a?
Par conséquent f est dérivable en a et f'(a) = —a%.
f est dérivable en tout z € R* et f'(z) = —% pour tout z réel.

.............................................. Fin de la démonstration
e Fonction puissance d’un entier relatif.
s . * .
frxe 2" avecn € Z, est dérivable sur I = Rsin=0etsur I =R" sin <0,

et
Yz el, f(z) =na""".

Exemples.

(a) Si f:am a* alors f 12— 42°.
(b) Sif:axw 2% alors f': x> 327", Autrement dit : f': z - —w%

)
)
(¢) Nous retrouvons pour n = 0 le cas de la fonction constante égale a 1.
(d) Nous retrouvons pour n = 1 le cas de la fonction identité.
)

(e) Nous retrouvons pour n = —1 le résultat de la fonction inverse.

e Fonction racine carrée.
L. %
ftx - \Jx est dérivable sur R} et

* 1
Yz eRy, f(z) = —.
V2
e Fonction cosinus. Nous ne ’avons pas encore introduite, ce résultat est donc
rétroactif.
f:ax - cosz est dérivable sur R et

Yz €R, f'(z) = —sin(z).

e Fonction sinus. Nous ne ’avons pas encore introduite, ce résultat est donc rétro-
actif.
f tx - sinx est dérivable sur R et

Vz €R, f(z) = cos(z).
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Faites-vous un petit tableau comme celui-ci et apprenez-le.

L4
. Ensemble de P
Fonction f dérivabilité Dérivée f
cavec ¢c € R R 0
T R 1
z R 2x
= R 3a°
" avecn € Z R na" "
-1
1 * * _
= RZ ou R 2
vz R’ !
: + i
2z
cos(x) R —sin(x)
sin(x) R cos(x)

Remarques.

1.

Nous avons démontrer la plus part de ces résultats dans la lecon sur les
nombres dérivés et les tangentes.

. Rappelons les notations pour les ensembles : R} =]0; +oo[, R* =] — 00;0[,

R* =R\ {0}, R, = [0; +oo[.
Les dérivées des fonctions d’expressions algébriques 1, z, x2, z® sont des cas
particuliers de 2".
Il existe une formule générale pour toutes ces dérivées (hormis les fonctions
cosinus et sinus).
Si f(x) = 2%, avec o € R alors f'(z) = az® ) )

1 _

. . . 0
Avec les notations et conventions suivantes : 1 = =, © = L= et

1
Vvx = x2 (Pexplication de cette derniére notation viendra avec Iintroduction
de la fonction exponentielle).

-1

. Les ensembles de dérivabilité coincident avec les ensembles de définition sauf

pour la fonction racine carrée. Nous avons vu dans la lecon Tangente et
nombre dérivé. exercice 4) que la fonction racine carrée n’est pas dérivable
en z€ro.

Exercice 1. Application.

Exercices 79 et 80 page 123 du manuel Indice.

-8
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III Combiner les dérivations.

Les dérivées classiques ci-dessus sont trop peu nombreuses. Afin d’étendre le
champ des fonctions que nous saurons dériver nous allons combiner ces fonctions
de références ci-dessus par différents procédés.

Il faudra donc, pour trouver la fonction dérivée d’une fonction f, reconnaitre
dans son expression algébrique, les fonctions de références.

Ainsi dans

Vit
f@)= 77—,
3 +4r+7
nous reconnaissons les fonctions racine carrée, inverse, carrée, identité, constante
(voire un trinéme).

1 Dérivée d’une somme de fonctions.

Proposition 1

Siu et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I alors u+v est dérivable
sur I et
(u+v) =u +0'

Démonstration 4. ... ... e
Ce résultat découle du fait que 74,,(ah) = 7¢(a,h) + 7,4(a,h) et le passage a la

limite, lui aussi, respecte ’addition lorsque les limites existent.

................................................. Fin de la démonstration

Remarques.

1. Incidemment dans cette proposition nous définissons une addition, non pas
entre des nombres, mais entre des fonctions : la somme des fonctions u et v
est une nouvelle fonction notée u + v dont la définition est intuitive. <

Exercice 2.

S o 10; +00[ -

Déterminez la fonction dérivée de f : -

Correction de I’exercice 2. . ... ... i
Déterminons f’.

* Tdentification de fonctions de références.
f=u+vavecu:xl—>%etv:x+—>\/§.
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Détermination de l’ensemble de dérivabilité (pour ceux qui veulent poursuivre
les maths).
Or u est dérivable sur R* et v est dérivable sur R} donc f = u + v est dérivable
sur R* n R} = R},
Formule de f' avec des fonctions :
fl — u! + U'
Rappel des formules de u' et .
Or, pour tout = € R}
I 1 ! 1

ulr)=—-——7 et v(r)=—.
Détermination de Pexpression algébrique de f'.
donc

1 1 1
f(x)Z—;+m

En plus d’étre encombrée d’explications méthodologiques la rédaction ci-dessus
est trés lourde pour la dérivation d’une simple somme. Voici un rédaction trés
allégée possible :

Déterminons f’.

f est la somme de deux fonctions dérivables sur R} donc elle est dérivable et
pour tout z € R} :

........................................... fin de la correction de ’exercice 2.

2 Dérivée d’une fonction multipliée par un nombre.

Proposition 2

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et si o est un nombre réel
(fixé) alors au est dérivable sur I et

(au) = ou'

-10-
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DemMONSTTation 5. ..o e
Ce résultat découle du fait que 7, ¢(a,h) = a7¢(a,h) et que le passage a la limite,

lui aussi, respecte la multiplication par une constante lorsque la limites existe.

................................................. Fin de la démonstration

Exercice 3.
Déterminez la fonction dérivée de f :]0; +0o[— R sur son ensemble de définition
dans les cas suivants :

1. f(z) = 32° quel que soit z pris dans RY,
2. f(z) = —2® quel que soit z pris dans R,

3. flz)= _72 quel que soit x pris dans R},

Correction de IexerciCe 3. .. ... e

1. Déterminons f g

* Identification de fonctions de références.

f=auaveca=3etu:x'—>x2.

Détermination de I’ensemble de dérivabilité (pour ceux qui veulent pour-
suivre les maths).

Or u est dérivable sur R donc f = au est dérivable sur R.

1 .
Formule de f* avec des fonctions :
f =au

Rappel de formule de u'.
Or, pour tout z € R, u'(z) = 2z.
Détermination de I'expression algébrique de f'.
donc

f'(2) = 3 x 2.

f'(z) = 6z, pour tout x € R.

2. Déterminons [

3 , 3
Remarquons que —z” = =1 X x".

. 3
f=auaveca=-letu:z—a"/
Donc f est dérivable sur R et :

-11-
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Pour tout z € R :

f(z) = -1 x 32°.

Finalement

f'(2) = =327 quel que soit z € R.

3. Déterminons f’.

-2 . 1
Remarquons que — = =2 X —.

. 1
f=auaveca=—2€tu.xl—>x—2.

Donc f est dérivable sur R et :

Donc :

Finalement

f'(z) = x_22 quel que soit z € R*.

........................................... fin de la correction de ’exercice 3.

Exercice 4. Application.
Exercice 81 page 123 du manuel Indice.

3 Dérivée d’une fonction polynomiale.

Corollaire 1

. . -1 2
Les fonctions polynomiales f(x) = ap,z" + ap_1x"  + -+ + asx” + a2 + ag
(avec ag, a1, a9, -.., ap_1 €t a, des réels) sont dérivables sur R et quel que soit
le réel x

f'(z) = na "t + (n - 1)an_1xn_2 + .-+ 2a7 + ay

DEmonstration 6. ........ it s
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Il s’agit d’un corollaire des deux précédentes propositions. C’est en itérant ces
derniers qu’on obtient ce résultat.
................................................. Fin de la démonstration

Remarques.

1. La formule de la dérivée d’une fonction polynomiale n’est pas & connaitre par
ceeur. Il faut savoir calculer la dérivée dans la pratique (exercice ci-dessous).

2. En mathématique, une somme de termes répétitifs (mais pas égaux), est notée
avec la lettre grecque sigma majuscule (X). La fonction polynomiale s’écrira
n

donc f(x) = Zaizz.
i=0
3. Dorénavant les fonctions polynomiales seront considérées comme des fonc-
tions de références.

Exercice 5.
Déterminez la dérivée de la fonction f : R — R dans les cas suivants.
1. f(x) = =22 + 7, quel que soit x € R,
2. f(z) = 2° - 62° + 2, quel que soit z € R,
3. f(z) = —62" — 2°, quel que soit = € R.

Correction de eXerCICe 5. ...t e e e

A . ol
1. Déterminons f.

f est une fonction polynomiale (et méme affine) donc elle dérivable sur R et
sa dérivée est donnée quel que soit z € R par

fi(z) = =2x1+0.

fi(z) = -2

2. Déterminons f'.

f est une fonction polynomiale donc elle dérivable sur R et sa dérivée,quel
que soit x € R, est
@) =32"—6x20+0

f’(uL) =327 - 122

-13-
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3. Déterminons f'. L 4

f est une fonction polynomiale donc elle dérivable sur R et sa dérivée,quel
que soit x € R, s’obtient par

() =—-6x72° =1 x 52"

f'(z) = —422°% = 52"

........................................... fin de la correction de ’exercice 5.

Exercice 6. Application.
Exercices 49, 50, 51 et 52 page 121 du manuel Indice de premiére.

Correction de exXerCiCe B ... ...t e e

Exercice 49 page 121.

f(2) = 62° -z et g(z) = 62" — 62 + 4.
Exercice 50 page 121.

fi(2) =8z —2et g'(z) = —32° — 14z + %
Exercice 51 page 121.

() = =227 + 22 + T et ¢'(z) = 42 — 92°.
Exercice 52 page 121.

2
f'(x)=—z—12+ﬁetg'(x)=x —x+%.

........................................... fin de la correction de 'exercice 6.

Exercice 7. Application.
Exercices 70, 71 et 72 page 122 et 86, 88 et 97 page 123. Dérivation et tangente.

Correction de I'exerciCe 7. ... . ... .t e

Exercice 70 page 122.
(a) f(z) =4z — 4.
(b) f'(=1) = =8 donc y = —x + 4.
Exercice 71 page 122.
(a) f'(x) = 362" + 252" + 162° + 92° + 42 + 1.

(b) f'(0) = 1.

-14-
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Exercice 72 page 122.
(a) f'(z) = 2z —4 donc f'(1) = 2.
g'(z) = =4z + 2 doncg'(1) = -2.
f(1)=¢'(1) donc T || 2.
(b) f(1) = =3 et g(1) = =3 donc elles sont confondues.
Exercice 86 page 123.

(a) Pour z €]—00;2] la courbe est en-dessous de T et pour x €]2; +00[
elle est au-dessus.

(b) f'(z) =32", f'(-1) =3 et f(-1) = —1.
(c)

(r-2)(z+1)=(z-2)(a" +22+1)

=x3+2x2+x—2x2—4x—2
=x3—3x—2
=2 - (32 +2)

(d) 2° - (3z+2)=0< 2 =-10uxz=2. Donc: (2_3).

(e) Pour étudier la position relative des courbes représentatives ¢ et
%, il faut étudier le signe de f(x)—g(x) (donc un tableau de signe).

Tableau de signe de z — (2 + 1)?(z — 2) puis interprétation.
Exercice 88 page 123.
(a) f'(z) = 322 — 6z, /(1) = =3 et f(1) = =1 donc y = —x + 2.
(b)

(x—1)3=m3—3x2+3x—1
et
2’ =32 +1-(-32+2)=2"-32"+32 -1
Par transitivité :
2’ =327 +1-(=32+2)=(z-1)°

(c) Pour étudier la position relative des courbes représentatives ¢ et
%, il faut étudier le signe de f(x)—g(z) (donc un tableau de signe).
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x —00 1 +00

(z—1)° - 0 +

Donc ¢ au-dessous de T sur ] — 00;1] et au dessus sur [1; +00][.
Exercice 97 page 126.

(a) g'(—5) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse
—5 de la courbe représentative, 4, de la fonction g.
Autrement dit ¢'(=5) est le coefficient directeur de T
Par lecture graphique : ¢'(=5) = 2.

(b) ¢'(z) = —z — 3 donc ¢'(=5) = 2.

(c) g'(—l) = —2 donc la tangente cherchée passera par les points de
coordonnées (—1,0) et (0, — 2).

fin de la correction de ’exercice 7.

4 Dérivée d’un produit de fonctions.

Que se passe-t-il lorsqu’on veut dériver un produit de deux fonctions ? Nous ai-
merions qu'’il suffise de multiplier les fonctions dérivées, mais hélas ¢a ne fonctionne

pas.
- 2 . oo
Ainsi, pour f:z — 2" et g : x — 1 des fonctions définies sur R, nous avons

fliam 2z, g :a-0et (f xg): a2z Par conséquent, pour tout = € R,
f(2)xg'(z) =0 alors que (fxg) (z) = 2z.

Il faudra donc connaitre le résultat suivant :

Proposition 3

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I alors uv est dérivable

sur I et
(uw)' = u'v + uv'

DEmMONSITation 7 .. ...ttt et e e e Y
Soient u et v des fonctions dérivables sur un intervalle et a € 1.

Déterminons si possible (uv)'(a)

Soit h € R tel que a € I.
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Par définition du taux d’accroissement de wv (qui doit étre vue comme une
fonction) entre a et a + h :

wv(a + h) —uv(a)

Tuv(aah) = h
_ ula + h) X v(a+h) —u(a) X v(a)
h
_ u(a+h) xv(a+h) ua)Xxwv(a)
h h
u(a + h) u(a) X v(a)
= T . v(a + h) - T

Faisons apparaitre le taux d’accroissement de u entre a et a + h en soustrayant et
additionnant la méme quantité :

rolad) = M v(a + h)+$ ~v(a+h) - w
- oo+ 1) + L) = (o)

= Tu(a,h) * v(a + h’) + u(a)TU(avh’)

Puisque u est dérivable en a : limy,_q7,(a.h) = u'(a).

Puisque v est dérivable en a : lim,_q 7o (a,h) = v'(a).

Puisque v est continue en a : limy,ov(a + h) = v(a).

Finalement : limp_q Ty(q,n) - v(a + h) + u(a)7,(a,h) = u'(a)v(a) + ula)v'(a).
Autrement dit uv est dérivable en a et f'(a) = u'(a)v(a) + u(a)v'(a).

o

Nous avons démontré que f = uv est dérivable en tout a € I et
1 I 1
f=uv+uv.

................................................. Fin de la démonstration

Exercice 8.
Déterminez la dérivée de la fonction f en précisant I’ensemble de dérivabilité dans
les cas suivants.

1. f(z) =2z,

2. f(z) =L,

3. f(z) = (22° + 32 - 1)(52° - T2),
4. f(z) = 4(z + Vz)2°.

5. f(z) = sin(x) cos(x).
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Correction de exerciCe 8. .. ...t e

1. Déterminons f'. v

* Identification de fonctions de références.
f=u><vavecu:xl—>x2etv:xl—>\/§.

* Détermination de I'ensemble de dérivabilité (pour ceux qui veulent pour-
suivre les maths).
Or u est dérivable sur R et v est dérivable sur R} donc f = uv est dérivable
sur RN RY = R}.

* Formule de f' avec des nombres :

f’ =u'v +w'

* Rappel des formules de u' et .
Or, pour tout = € R}

1
2V

u(z) =22 et v'(x)=

* Détermination de I’expression algébrique de f'.

donc pour tout = € RY, f'(z) = 22 x VT + 2° x ==

DNk

f'(z) = 227 + %, quel que soit = € RY.

2. Déterminons f’.

Nous remarquons que g = /T X %

f=uvavecu:z - xetv:xr—)i.

Or u est dérivable sur R} et v est dérivable sur R* donc f = uwv est dérivable
sur RY nR* =R et
f "=+

De plus, pour tout = € R}

| 1 ! -1
u(r)=——= et v(zr)=—7,
()= 5= et V(@)=
donc pour tout z € R}
| 1 1 -1
r)= —— X = +VrX —
F@) 2Jx T 2
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Enfin

fi(z) = 2;\/5 — x—‘@, pour tout z € R}.

3. Déterminons f'.

f=uvavecu:o:l—»2:c2+3z—1etv:xl—>5x3—7z.
Or u et v sont dérivables sur R donc f = uv est dérivable sur R et

f' =u'v+uw'.
De plus, pour tout x € R,
W(z) =4z +3 et o'(z)=152" -7,
donc
f(2) = (4o +3) x (52° — 7x) + (22° + 32 — 1) x (152% = 7).

Enfin en développant, réduisant puis ordonnant

f(2) = 502" + 602° — 572° — 422 + 7 pour tout réel z.

4. Déterminons f'.

f=z=awaveca=4,u:iz—z+J Tetv:ze z.
Or u est dérivable sur R} et v est dérivable sur R donc f = auv est dérivable
sur R} et
= a(u'v +w).
De plus pour tout = € R}
I 1 1 2
u(r)=1+——= et v(x)=232",

2V

donc

f'(z) = 4(1 + ﬁ) X 20 + 4(z + VT) X 327, quel que soit = € RY.

........................................... fin de la correction de 'exercice 8.

Exercice 9. Application.
Exercices 55, 56, 57 et 58 page 122 du manuel Indice de premiére.
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Correction de IexerciCe 9. ... e e

Exercice 55 page 122.

(a) f=w avecu:z - z° et v:x P /7.
Or u est dérivable sur R et v sur ]0; +oo[ donc f = uv est dérivable
sur RNJ0; +oo[=]0; +o0[.

(b) Pour tout x €]0; +00[
u'(z) = 327 et v'(z) = #5 donc

fi(z) = 32°VT + x?’%

Exercice 56 page 122.

1 _ 2 1
f(x) =3z/x + 3x e

Exercice 57 page 122.

g'(z) = 22z + 5)(2” + 5z — 1).
Exercice 58 page 122.

h'(x) = 6(3z — 4).

........................................... fin de la correction de ’exercice 9.

5 Dérivée d’un quotient de fonctions.

Proposition 4

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I et si v ne s’annule pas
sur I alors % est dérivable sur I et

Demonstration 8. ... ... e
Soient f = * et v € 1.

u'(z0)v(zg)—ulzo)v (z0)
v? .

Démontrons que f est dérivable en z, et que f'(zq) =

Nous commengons a étre rodés : nous allons déterminer la limite d’un taux de
variation de f entre xo et xqg + h.
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Soit h € R tel que xq € I.

flzo + h) = f(z0)

h
2(zo + h) = 2(x0)

h
w(@ot+h) _ u(zo)
v(zg+h) v(z)

h
u(zg+h)v(zo) _ u(zo)v(zo+h)
v(zg+h) v(zg)v(zo+h)

h
u(zot+h)v(zo)—u(zo)v(zoth)
v(zo)v(zo+h)

h
u(wg + h)v(wg) — u(we)v(zo + h)
hv(xg)v(xg + h)
u(xg + h)v(xg)—ulrg)v(rg) = u(xe)v(ze + h)+ule)v(r)
hv(xo)v(xg + h)
[u(zo + h) — ulzo)]v(zo) — ulzo) [v(zo + h) — v(20)]
hv(xg)v(xg + h)

u(wo+h}3—u(x0)v(xo) _ ’U,({L‘O) v(zo+h]z—v(x0)

7r(xg,x0 + h) =

v(x)v(zo + h)

Passons maintenant a la limite lorsque h tend vers 0.

w(@o+h)—u(zo)
h

v(zo+h)-v(zo) _
h

. 1 s .
e limy_, = (xg), car u est dérivable en z.

. I L.
e limy_, v (xg), car v est dérivable en x.
e lim,_ov(zg+ h) =v(zg) car v est continue en xg.

u'(wo)v(wo)—u(zo)v' (o)
v(wo)? ’

Donc limy, o 7¢ (29,20 + h) =
Ainsi

U'(IU)U(J«“o)*uWo)U'(Io)
v(xo)? .

f est dérivable en z( et

................................................. Fin de la démonstration

Remarques.

1. Une des principales utilisations des fonctions dérivées en premiére nécessite
d’étudier leur signe. Le dénominateur, v, est toujours positif. Le signe de la
fonction dérivée est donc celui du numeérateur.
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Exercice 10.
Déterminez les fonctions dérivées des fonctions de la variable x suivantes.

1
L. f(z) = =k 3. f(z) = ‘/i: L
3
9 f(x) = Qm;# 4. f(z) = 23

Correction de I’exercice 10. ... . i e e

1. Déterminons f'. L 4

2
f=2avecuizm letviama.

u est dérivable sur R, v est dérivable sur R et v s’annule (uniquement) en 0
donc f est dérivable sur RN R\ {0} = R" et

I I
I uUv—uv
f = —2

v
De plus pour tout z € R*
w(z)=0 et v'(x)=2z,
donc pour tout z € R*

0x2°+1X22

fl(a) = )

Donc f' est dérivable sur R* et

;= =
Donc 9
! OXa2” —1X2x
fo) ==
Enfin

f'(z) = —%3 pour tout z € R*.
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2. Déterminons f'.

3
f=2avecuiz- 2" —2r+letvizrma—1

Or u est dérivable sur R, v est dérivable sur R et v s’annule en 1 donc f est
dérivable sur RN R\ {1} =R\ {1} et

I !
I uU—uv
fr=—

v
De plus pour tout z € R\ {1}

u(z)=6z-2 et v'(z)=1,
donc pour tout z € R\ {1}

(62 —2)(z—1) — (22° =22 + 1)1

f(@) =
(z-1)?
Enfin
fi(z) = % pour tout z € R*.
z—1)3z
3. fl(x) = 25 (Z( e ) pour tout x € R}.
4. f'(a) = ;= 1+[f(2)]".

cos(:r)

.......................................... fin de la correction de ’exercice 10.

Exercice 11. Application.
Exercices 60 jusqu’a 69 page 122.

Exercice 12. Application.
Exercice 89 page 124 du manuel Indice.

6 Dérivée de fonctions composées.

Proposition 5
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Soient :
. a et b des réels.
. I un intervalle de R,

. J un intervalle tel que J contient toutes les images des éléments de I par
- ax+b,

. g J — R une fonction dérivable sur R.

La fonction f définie pour tout z € I par f(z) = g(ax + b) est définie et
dérivable sur I et pour tout x € I

f’(:c) = ag'(ax +b).

Remarques.

1. Contrairement a ce que nous faisions pour les précédentes formule des déri-
vation, dans ce cas, nous ne nous préoccuperons pas de ’ensemble de dériva-
bilité. Dans les rédactions nous ne justifierons pas I’ensemble de dérivabilité.

3. Ce résultat se généralise a d’autres fonctions que les fonctions affines. En
notant g o h la fonction en appliquant la fonction A puis le fonction g :

(goh) =g ohxH.

Exercice 13.
Déterminez les dérivées des fonctions suivantes.
1. f:z - V2x —4 sur ]2;+oo[. 3-h1$'—’$surR\{—ﬂ'}-

2. g:xe (22 + 9)237 sur R. 4. 12z 22—z + 4 sur 1—o004][.

Correction de 'exercice 13. ... ... o e

1. Déterminons f'. ®

* Identification de fonctions de références.
flx)=glax +b) avec g: x> Jr,a=2et b= —4.

* Formule de f' : ' '
f(z) = ag (az + )
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* Rappel de la formule de g'.

Or, pour tout x €]2; +00[
1

2/z

* Détermination de I’expression algébrique de f'.
donc pour tout z €]2; +oo[, f'(z) = 2 X

g(z) =

1
2v2z—4"

fi(z) = 5=

2. ¢'(z) = —474( —22 + 9)*%°.

3. h'(z) = -

(z— 7T)2

4. '(z) = 22V=—z + 1 +2° X 3

.......................................... fin de la correction de 'exercice 13.

Exercice 14. Application.
Exercice 77 et 78 page 123 du manuel Indice.

IV Etude de la fonction valeur absolue.

1 Définition.

Définition 2

Nous appellerons fonction valeur absolue et nous noterons | - | la fonction nu-
mérique définie pour tout x réel par

2] = rxsix=z0
| —zsiz<0

Remarques.

1. Cette définition correspond a 'idée intuitive de la valeur absolue : si c’est un
nombre négatif on prend 'opposé.

2. Le lien avec la définition vue au collége a savoir la distance entre 0 et x est
peut étre moins évident.
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2 Caractérisations.

Proposition 6

Pour tout z € R :
(1) Iml = max(m, - (ﬂ),

(i) |z| = Va2

Démonstration 9. . ... e

(i) Par disjonction des cas : si x = 0 alors max(x, — x) = z = |z|, sinon ...

(ii) Car Va2 est I'unique nombre positif qui élevé au carré égale 22
................................................. Fin de la démonstration
Remarques.

1. Quand, en mathématique, on donne plusieurs formulation d’un méme résultat

(nous appellerons cela des caractérisations) c’est pour mettre en évidence
différents aspects d’'un méme objet.

3 Etude de la fonction valeur absolue.

* . . .
Sur R. et sur R,, | - | coincide avec des fonctions affines, donc sa courbe
représentative est formée de deux demi-droites.

Y

A
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x —00 0 +00

|- | + 0+

x —00 0 +00

|- | \ /
0

4 Dérivabilité de la fonction valeur absolue.

Nous nous souvenons que nous avons établi que la fonction racine carrée n’est
pas dérivable en zéro. En effet, pour cette fonction, le taux d’accroissement en 0
augmente (indéfiniment) lorsque h se rapproche de 0. Une demi-tangente verticale
en zéro se fait jour.

Nous allons voir une autre situation ot une fonction ne peut pas étre dérivable.

Nous allons établir que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Essayons de conjecturer graphiquement le résultat avec une calculatrice. Pour
cela la formulation la plus simple est la deuxiéme. Essayons d’agrandir la courbe
au voisinage de I’abscisse 0.

Quel que soit "agrandissement, choisi nous ne voyons pas une droite se dessiner.
Nous retrouvons indéfiniment la forme en piquant.

Comment expliquer ceci? Nous savons que la tangente a une fonction affine est
la droite représentant cette fonction. Or la fonction valeur absolue est une fonction
affine par morceaux. Mais en ’abscisse 0 il semble y avoir deux tangentes. Du coté
gauche la tangente semble avoir pour équation y = —z et du coté droit la tangente
semble avoir pour équation y = x.

Cette situation se produira sur toutes les courbes présentant des piquants.

Vérifions en utilisant la définition du nombre dérivé qu’effectivement la fonction
n’est pas dérivable en 0.

Proposition 7

| - | n’est pas dérivable en 0.

Démonstration 10. ... ...ttt
La premiére expression est trop peu calculatoire pour nous. La seconde qui fait
intervenir fonctions carrée et racine carrée rend le calcul d’un taux d’accroissement
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complexe. La troisiéme qui ne fait intervenir que des fonctions affines aura donc
notre préférence.

Déterminons le taux d’accroissement de | - |.
Quel que soit h # 0 :

|0—R| -0

71(00) = ————
_ Il
3

Nous devons distinguer deux cas car, suivant que h est positif ou non, il y aura
deux formules différentes.

(i) Si h € Ry, alors

7.1(0,h) =

= > >

Donc limy,_,g = limy_q 71.1(0,k) = 1.
Par conséquent | - | est dérivable & droite en 0 est son nombre dérivé a droite
est 1.

ii) En procédant de méme pour h négatif nus obtenons que | - | est dérivable &
&
gauche et que le nombre dérivé & gauche est —1.

Nous avons pas pu trouver une limite pour le taux d’accroissement donc | - |
n’est pas dérivable en 0.
................................................. Fin de la démonstration

V Exercices.

Exercice 15.
Exercices 90, 91 et 92 page 124 du manuel Indice : vitesse instantanée.

VI Ce qu’il faut retenir.
1. Connaitre toutes les dérivées classiques (y compris les fonctions polynomiales)
et leurs ensembles de dérivabilité.

2. Connaitre les combinaisons de fonctions pour dériver (somme, produits, quo-
tient, composée).

3. Connaitre le contre-exemple typique : valeur absolue.
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