04 Dérivation.

04 Dérivation.

I Fonctions de référence.
IT Combinaisons linéaires.
IIT Produit et quotient.
IV  Dérivation et variation.

1 Rappels.

2 Exercices.

Exercice 1.
Pour la fonction f proposée, procédez a son étude puis donnez ’allure de sa courbe
représentative.
L’étude d’ume fonction inclus, en toute rigueur et sans exhaustivité : recherche
du domaine de définition, étude de la parité, étude de la dérivabilité, calcul de la
fonction dérivée, étude du signe de la fonction dérivée, variations de la fonction,
calcul d’images remarquables ou simples.

a) frx @ b) fiae a’.

¢) fraema’ d) frxze x

e) frazm Ll f) frome”.

g) frxw 2 +3. h) f:zwe- —dz+ 1.

i) f:zm32+6. i) f:ize 22° — 4z +5.

k) f:ax- -3z - 122 — 14. 1) f::cH%:c3+%x2—2x+1.

m)fioze 22" +132° +282-17.  n) fize —22" +5/7 —¢".

Correction de l'exercice 1

a) Fonction de référence. f @z - 1

b) Fonction de référence. f': x - 2.
¢) Fonction de référence. f': x - 32°.
d) Fonction de référence. f': z - i
e) Fonction de référence. fliom -5
f) Fonction de référence. f': z + e”.
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g) Fonction affine. f':z - 2.
h) Fonction affine. f': z +— —4.
i) Fonction affine. f':z - 3.

j) Fonction polynomiale de degré deux. Possibilité d’étude des variations avec la forme
canonique du trinéme.

Etudions la fonction f.

* Calculons la dérivée de f.
f est polynomiale donc dérivable sur R et, pour tout x € R :

f'(z) = 4z — 4.

* Btude du signe de f'.

f' est affine de coefficient directeur 4 > 0 donc strictement croissante. De plus
flz)=0e=z=1.

* Nous en déduisons

T —00 1 +00
r -0+
f \ /

3

* Pour le tracer faire apparaitre le point de coordonnées (1;3) et la tangente ho-
rizontale en ce point. Mais aussi le point d’intersection avec ’axe des ordonnées
de coordonnées (0;5).

k) flize —6z—12.
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D

Etudions la fonction f.

* Calculons la dérivée de f.
f est polynomiale donc dérivable sur R et, pour tout x € R :

fz)=2"+z-2.

* Etude du signe de f'.
I est polynomiale de degré deux et son discriminant est A = b’ - dac =
1—4x1x(-2)=09.
A > 0 donc f'admet deux racines réelles distinctes :
b VA 140

1 %a - 2x1 - %

et
_—b+\/Z_—1+\/§_1
- 2a Too2x1 T

)

De plus le coefficient dominant de f' est a = 1 > 0.

Nous en déduisons (le trindéme es du signe de son coefficient dominant sauf
entre les racines) :

f /?\_1/

* Pour le tracer faire apparaitre les points de coordonnées (—2, ?) et (1, —é)
et la tangente horizontale en ces points. Mais aussi le point d’intersection avec
l’axe des ordonnées de coordonnées (0;1).

m) f' iz —z” + 26z + 28.

n) f’:ml—>—4;c+%—ew.
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Exercice 2.
Pour la fonction f proposée, procédez a son étude puis donnez ’allure de sa courbe
représentative.

a) fraxe (z+1)e". b) fiae (2°+2z+1)e”.
c) frxr (=3z+2)/x. d)f::cH(w2+x+1)\/5.
e) fiazr . f) f:xH%.
2_

g)f:x'—)zzz+zi1' h)fx'_)z_\/fl

e = j) fixz e 3z +6.

k) frae (20+1). ) free i

m) f:azee n) f:axe 22?0

Correction de 'exercice 2

a) frze e+ (z+1)e" fl(x) = (x+2)e”.

b) flize (2 +2)e” + (27 +2X +1)e”. fl(z) = (2 + 4z + 3)e”.

¢) f':xl—»—3\/_+ —3z+2 f(z) = 2222 —9x+2
d) f’:xl—) 2z + 1)/ + 22— +I+1 f( ) = 5z?+3rrl +3I+1.

&) 1w Tl f'(x) = 2=

) rar Hemtaen po) s

0) f' RN 22(z? +x(:12);x1)—22)(2w+1). f’(a:) _ 2z +212(+z221+—12f13)—212+4z+2 _ (iz:iﬁ;
h) f' Fre :;11)2/' (x) = 2\/%(Iz++11)2'

i) fioe TEECEITE p(g) o Se2le® o)

) flrae g

k) fliae2x 720+ 1)°.

D e HEER

m) f iz -2,

n) fixe 226”70 4 27370 fl(2) = 2e®"0 (30 - 2).

4
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Exercice 3.
Donnez, par lecture graphique, le tableau de variation de la fonction f dont la
fonction dérivée f est représentée ci-dessous.

Y

AN I

Cpr

yd N

Correction de ’exercice 3
3 r~ . P ol . A . A . .
C’est la fonction dérivée, [, qui est représentée. A partir de son signe nous pourrons

retrouver les variations de f d’aprés le théoréme.
Pour se représenter les choses et justifier notre réponse, nous pouvons construire un
tableau indiquant le signe de la dérivée et la variation de la fonction.

Exercice 4.
Donnez, par lecture graphique, le tableau de signe de la fonction f' dérivée de la
fonction f qui est représentée ci-dessous.

Y

AN I

Correction de l'exercice 4
C’est la fonction f qui est représentée. A partir de ses variations nous pourrons re-

trouver le signe de sa fonction dérivée f d’aprés le théoréme.
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Exercice 5.
La dérivée f' d’une fonction f est représentée ci-contre. Par lecture graphique
précisez les extrema locaux de f et pour quelles valeurs de z ils sont atteints.

Y

A

/\\ Cf'

Exercice 6.
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par

flz)=5e =3¢ +1-3.

On note % la courbe représentative de f et Z la droite d’équation y = x — 3 dans
un repére orthonormal.
Soit g la fonction définie sur intervalle [0; +oo[ par g(x) = f(z) — (z — 3).
1. Position relative.
(a) Justifiez que pour tout réel z de I'intervalle [0; +oo[, g(z) > 0.
(b) €} et Z ont-elles un point commun ?
2. On note M le point d’abscisse x de ¢, IV le point d’abscisse = de la droite
2 et on s’intéresse a I’évolution de la distance M N.
(a) Justifier que, pour tout = de lintervalle [0; +oo[, la distance M N est
égale a g(x).
(b) On note ¢’ la fonction dérivée de la fonction g sur l'intervalle [0; +o00[.
Pour tout z de Uintervalle [0; +0o[, calculer ¢'(z).

V Composition.

1 Cas général.
2 Des cas particuliers a connaitre par cceur.

3 Exercices.

-6-
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Exercice 7.
Donnez le domaine de dérivabilité et calculez la dérivée de la fonction f dans les
cas suivants.

a) f:axw V-4 + 16. b) f:x e 4z +5e T2,
2 1

) S — d) fram —

O fize i rn IR e S
3xr—5
e) fizm (Vz+3)" f) fizo s
g) fram (20° —Tx)°. h) f:xz - cos(3x).

i) froo V322 +1. i) frixe Vax? + 4z + 1.
k) f:oze Va? -3z - 2. 1) f:xl—»(5x3—4)2.

3
rn)f:xl—)(5ac4—3x+2)6. n)f::cH( L )

z+6

Correction de I'exercice 7

et 5af :] - 2;2L

)u(“L)__ﬁ

—2x+3

b) u'(z) =4+ —10e et Zp =R
c) u (T) 741)2 et Pp =
d) u'(z) = —L"z et Zp =R\ {-1,-2}.

(322+92+6)

1

e) U(x)=2%(ﬁ+3) et Iy =R

30305 32-5 pr18)0375
f) U,(l) — 3e (;i(fj;*)i’)@ = (*g(et’lraj)s)z et @fl =R

g) u'(z) = 5(62° - 7)(22° - Tz)* et Zp =R
h) u'(x) = —3sin(z) et Zp =R

) u(z)= et gy =R

) W)= 2o g =R

Vaz? +4x+1
! _ 2z-3 = 3+V17 3-V17
k) u'(e) = ;23— et Iy = R\ {2507, ST

1) u'(z) = 302> (52" — 4) et Py =R
m) u'(z) = 6(202° - 3) (52" — 3z +2)° et Zp =R

n) u’(l') = 7@;%4.
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Exercice 8.
Donnez le domaine de dérivabilité, calculez la dérivée de la fonction u puis donnez
son tableau de variation dans les cas suivants.

e [22 -1
a) h:z e (20 —4)e " b) h:z ﬁ

) 77
¢) hizwre™ +4e” —6. d)h:x'_’1+e39—0,02x+4‘

2z

e) hizr aze ™ +e 2 +1+a.

Correction de l'exercice 8

a) h'(z)=[2-5(2x—-4)]e =2(-5z + 11)e ",

X — 00 % + 00
h + 0 -
2¢7°
h 7 \
— 00 O

' _ 4 1 [2z+1
b) hi(z) = Gar)Z X3 XV ooy

¢) h'(z)=e" (2" +4). h' strictement croissante sur R.

39-0,02x

I 0,02x77 I . .
d) h(x)= TLreto00mm)T s Ty - h' et strictement croissante.
10390022

e) h'(z)=[1-2(z+1)]e > +1. h est croissante avec dérivée seconde.

Exercice 9. C
Calculer une dérivée.
Exercices 53 & 58 page 155 du Sésamath.

-8
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Correction de ’exercice 9
Exercice 53 : f'(z) = —e "2,
. 1 x
Exercice 54 : f'(z) = Nt
. !
Exercice 55 : f(z) = _(a:++)2 exp(ﬁ).
Exercice 56 : f'(z) = —¢ ™.
Exercice 57 : f'(z) = —4sin(4z).
Exercice 58 : f'(z) = —=12¢™" (47" + 1)2.

Exercice 10. C
Etudier une fonction.
Exercices 87 & 89 page 158 du Sésamath.

Exercice 11. C
Etudier une fonction.
Exercices 111 et 112 page 160 du Sésamath.

Correction de I'exercice 11
Exercice 112 page 160 du Sésamath.

1. lim, e f(z) = 0 et f'(2) = 0.
2. (a) fl(z)=2(2-ax)e .

(b)
T 0 2 +00
T 6] + +
2-x + 0 -
f 6o + 0 -

4ot
f ; / \ )

(¢) y= fA)(@—4)+ f(4), y = —8e Pz + (32 + 16)e .

3. (a) f'@)=(2-22)e " —(z-2*)e " = (2° -4z +2)e T = (2 -2-V3)(z -
2+ \/§)e71+x. f est convexe sur :|—oo;2 - \/§[ et sur :|2 + \/3; +oo[. Elle est
concave sur |2 —v/3;2 + V3[.

4. ¢'(z) = —f’(m)ef(z) =—x(2 - m)elﬂef(z).

hmx%O g(l‘) = limx%Jroo g(CC) =1
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x 0 2 +00
g 6o - 0 +
1 1
g . 7
exp (4671)

2V f(x) 2Vf(z)
lim, o h(z) = lim,_, o h(z) = VO = 0.

5. h’(:r)= @) _ z(2-2)e” !

x 0 2 +00
I 0 + 0 -
4e7t

" 7 N
0 0

Exercice 12. C
Etudier une fonction en utilisant monotonie et composition.
Exercices 61 a 64 page 155 du Sésamath.

VI Cosinus et sinus d’un nombre réel.

1 Une définition.

2 Des valeurs remarquables de sinus et cosinus.

-10-
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Exercice 13.
Soient OIM un triangle rectangle en I tel que JOM = %.

M 1. (a) Donnez une mesure
en degré de IOM.

(b) Justifiez que OI M est

isocéle.
A O (c) Exprimez OI en fonc-
(0) I tion de OM.

2. Déterminez, grace a la définition du cosinus vue au collége, une expression
de OI en fonction de cos (%) et OM.

3. Nous supposons de plus que OM = 1. Déduisez-en une valeur exacte de

cos(3).

Exercice 14.
Soient OH M un triangle rectangle en H tel que OM = 1 et HOM = %, Ile
symétrique de O par rapport a H.

1. (a) Donnez une mesure en degré de
M HOM.

(b) Justifiez que OI = 1.
(c) Déduisez-en la longueur OH.

2. En utilisant la définition du cosinus vue
au collége donnez une égalité liant OH

6 3 ;B o] et cos(g). Puis déduisez-en une valeur
exacte de cos (%)

3. En remarquant que MH = cos(%), trouvez une expression radicale de

cos(%).

Correction de l'exercice 14

1. (a) Par proportionnalité

2
360 | 6

Sk
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IOM mesure 60°.

(b) Puisque HOM = 60" et puisque / est le symétrique de O par rapport & H,
nécessairement M IH = 60°.
Le triangle JOM ayant deux angles dont la mesure est 60° il est donc équila-
téral.
Comme OM =1 finalement

Ol = 1.

(¢) Puisque [ est le symétrique de O par rapport a H :

1

()I{ B 5()[.

OH = 3.

2. Puisque OH M est rectangle en H
—— H
cos (H M) = g—M
us H
os(3) =1
Donc
OH = cos ( %)

En tenant compte du résultat de la question précédente

()= 1
COb(g) 2"

3. La somme des mesures des angles d’un triangle vaut = donc HOM = %.

En utilisant la définition de collége du cosinus nous obtenons bien M H = cos (%)

Le triangle OHM est rectangle en H donc, d’aprés le théoréme de Pythagore :

HM:J%

Donc

cos(z) =5

-12-
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VII Propriétés des sinus et cosinus.

Exercice 15.
Déterminez si la fonction f est paire, impaire, périodique.

a) f(x)= 3sin(5x - %) b) f(z) = sin(2x) cos(x).-

VIII Dérivées.

Exercice 16.
Déterminez les dérivées de la fonction f dont 'expression algébrique est donnée
ci-aprés (sans se préoccuper de la dérivabilité).

a) 3sin(z) — 2 cos(2z). b) sin(z + Z) = 3cos().
¢) sin(z) cos(2z). d) sin(2z — 1) cos (£ - 22).
e) z° — cos(x). f) z - sin(2z).

g) 3sin(z) — cos(3z) + 3. h) sin®(z).

i) cos’(z). j) 2”sin(z).

k) cos (22— Z). ) =

cos(4z) sin(—4z).

~ N3
(=}
N—r

m) sin(% -z

Exercice 17.

On considére un circuit électromagnétique comprenant :

— un condensateur dont la capacité (exprimée en farad) est C,

— une bobine dont ’inductance (exprimée en henry) est L,

— un interrupteur.
A linstant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur et le condensateur se décharge dans le
circuit. On nomme ¢(¢) la valeur de la charge, exprimée en coulomb, du condensa-
teur & I’instant ¢. On définit ainsi une fonction g, dérivable sur I'intervalle [0, +oo[.

1
On admet que ¢(t) = O sin (200t + z).

1. Montrez que T" = {5 est une période de gq.

10
2. Montrez que la fonction g n’est ni paire ni impaire.

3. Calculez la dérivée de la fonction g et dressez son tableau de variation sur

Iintervalle [0, 100 ]

-13-
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Exercice 18.

IX Courbes représentatives.

/ \ Cein \

i
MBS =
:‘/4

_7\ . 0

X Des formules calculatoires.

Formules d’addition.

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(b) sin(b)

Exercice 19.

1. Calculez cos (%) en utilisant la formule d’addition.
d

2. De £ 15 = § — % éduisez les valeurs de sinus et de cosinus E

Correction de 'exercice 19

1. En utilisant % = f - % et cos’ (%) + sin? (%) =1.
2.

Exercice 20.
Soit s la fonction définie sur R par : s(z) = (=1 + sin(x))(sin(z) + 1).

Exercice 21.
Déterminez sans calcul le maximum sur R de = — sin(z) cos(z).
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